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Vorwort zur dritten Auflage.
Die vorliegende dritte Auflage meines Leitfadens unterscheidet
sich von den vorhergehenden hauptsächlich durch eine stärkere Berück-
sichtigung der Anwendungen. Einzelne ..Abschnitte , wie die über die
topographischen Flächen und die Zentralprojektion, sind ganz neu
bearbeitet worden; völlig unverändert sind nur kleine Teile des Buches
geblieben. In theoretischer Hinsicht hat der behandelte Stoff keine
wesentliche Vermehrung erfahren; namentlich habe ich auf die Heran-
ziehung der projektiven Geometrie, der Photogrammetrie usw., die
gesondert vorgetragen werden, nach wie vor verzichtet,
Wie bisher ist der Leitfaden in erster Linie für die Studierenden
bestimmt, die gleichzeitig meine Vorlesungen hören. Um aber seine
Benutzung auch weiteren Kreisen zu erleichtern, sind auf Wunsch des
I-Ierrn Verlegers die Figuren stark vermehrt worden. Dabei habe ich
mich zumeist auf die Angabe sorgfältig ausgewählter Daten beschränkt,
um hierdurch den Leser zu zwingen, die Zeichnung aus den gegebenen
Bestimmungsstücken - am besten in vergrößertem lVIaßstabe - auf
Grund des ausführlichen Textes eigenhändig zu entwerfen. Ich hoffe
durch diese Anordnung namentlich solchen Studierenden 7.U nützen, die
bereits einige Vorkenntnisse in der darstellenden Geometr-ie besitzen, unter
anderen auch denen, die das kurz gefaßte Buch zur Vorbereitung auf
eine Prüfung verwenden möchten.
Darmstadt, im März 1917.
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Einl ei t u ng.
Die darstellende Geometrie lehrt, r ä u ml i c h e Figuren in
einer Ebene abzubilden und Aufgaben über diese Figuren auf
Grundlage der Abbildung durch Zeichnung zu lösen.
Zur Herstellung solcher Abbildungen dient das Verfahren der
Projektion: Um die Zentralprojektion einer gegebenen Figur zu
erhalten, zieht man von einem festen Punkte (Auge oder Projektions-
zell trum) nach allen Ilunkten der Originalfigur gerade Linien (Seh-
strahlen oder projizierende Strahlen) und bestimmt ihre Schnitt-
punkte mit der Bild- oder Projektionsebene. Rückt das Pro-
jektionszentrum in unendliche Entfernung, werden also die projizierenden
Strahlen untereinander parallel, so entsteht eine Parallelprojektion,
die als senkrecht (orthogonal) oder schief bezeichnet wird, je nach-
dem die projizierenden Strahlen auf der Bildebene senkrecht stehen
oder nicht.
An Stelle der Ebene kann unter Umständen eine krumme Fläche
als Bildfläche treten; auch läßt sich das Projektionsverfahren in solcher
V-leise verallgemeinern, daß von den räumlichen Objekten Bilder ent-
stehen, die selbst wieder drei Dimensionen haben (Reliefperspek-
ti ve, vgl. Anhang).
Müll er, Darstellende Geometrie.
Er ste r A b sc h n i t t.
Die Parallelprojektionen.
I. Darstellung einfacher Raumgebilde in schiefer
Parallelprojektion.
1. Ist TI die Projektionsebene und l eine Gerade, welche die Rich-
tung der projizierenden Strahlen angibt, so erhält man von irgend
einem Originalpunkte P die Projektion Ps als den Schnittpunkt von
TI mit der Parallelen durch P zu l.
Konstruiert man zu allen Punkten A, B, 0 ... einer Original-
geraden g, die nicht III ist, die Projektionen A.9 , B s , Cs ••• , 80 bilden
die projizierenden Strahlen eine Ebene (die pro j i z i e r e n d e E be TI e von g),
Fig. 1. Fig. 2.
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und diese schneidet die TI in der Bildgeraden gs (Fig. 1). Die P r 0-
jektion einer Geraden) die nicht die Richtung der pro-
jizierenden Strahlen hat, ist also wieder eine Gerade; ist aber
die Gorade 111, so ist ihre Projektion ein Punkt.
Die Gerade f7s geht durch den Schnittpunkt G von 9 mit TI (Sp u r
oder Spurpunkt VOll g).I' Aus Fig. 1 folgt: Die Abschnitte auf der Bildgeraden ver-
III h a l t e n 8 ich wie die e n t s p r e ch end e n A b s c h n i t t e auf d e r
;,Originalgeraden.
Je nach der Wahl der Projekt.ionsrichtung ist A s B, :.:: AB. Ziehen
wir aber in Fig.2 9 11 TI, so wird o; 11 g, mithin AsBs == AB. Die
Fig.3. I Pr oje k t i ou einer zur Bilde bene
parallelen Strecke ist also der
! A C Originalstrecke gleich und par-t r-: B ~ allel. Ist demnach eine ebene~E'I- - ~ I D~ I J/I-- - - Figur zur Bildebene parallel, so/ / / / .s i n d Hi l d- und Originalfigur kon-/ i--< .~~I , gruent und parallel./~s R.~ ~/J),l
"- ----""'-c". .'I 2. Sind die Originalgeraden AB
Tl und OD parallel, so sind auch ihre
3projizierenden Ebenen parallel, mithin ist .A s n, 11 Os o, (Fig. 3).
D. h.: I)arallelen Originalgeraden entsprechen parallele Bild- (f
geraden. \ t
Zieht ma~. BE 11 e.s, bis AAs und DF 11 u. Os bis CCs, so ergibt
sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABE und CDF: Die Pro-
jektionen paralleler Strecken verhalten sich wie die
or i gin als tr eck e n.
o
Fig.4.
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3. Die Fig. 1 bis 3 geben uns von der im Raume liegenden Bild-
ebene TI sowie von der Originalfigur und ihrer Projektion selbst wieder
eine Abbildung - nämlich eine schiefe Parallelprojektion - auf die
Zeichenebene. Indem wir jetzt dazu übergehen, einfache Körper in
Parallelprojektion darzustellen, lassen wir die Bildebene TI naturgemäß
mit der Zeichenebene zusammenfallen. Dabei empfiehlt es sich, be-
züglich der an sich vollkommen willkürlichen
Richtung der projizierenden Strahlen ein
für allemal eine bestimmte Verabredung zu
treffen; wir wollen etwa festsetzen: Diese
Richtung soll immer so gewählt werden, daß
die Projektion jeder auf der Zeichenebene Tl
senkrechten Strecke halb so groß wird wie
die Originalstrecke und mit der .Breitenrichtung der Zeichenebene einen
Winkel von 30 0 einschließt. Oder genauer ausgedrückt: Ziehen wir
in der vertikal gedachten Ebene TI durch irgend einen Punkt 0 die
horizontale Gerade x sowie die beliebig lange Strecke 0 Q unter einem
Winkel von 30° gegen X und errichten in 0 zu TI nach vorn das
Lot 0 P == 2. 0 Q, so soll die im Raume liegende Gerade ]J Q die
Richtung der projizierenden Strahlen angeben (Fig.4).
Unter dieser Voraussetzung stellt in Fig. 1 bis 3 das mit TI be-
zeichnete Parallelogramm ein horizontales Rechteck dar, von dem zwei
Seiten zur Zeichenebene parallel sind. }lan zeichne ebenso die schiefe
Projektion eines Würfels mit horizontaler Grundfläche und zwei zu TI
parallelen Seitenflächen, ferner die Projektion eines aufrecht stehenden
Kreuzes, dessen vordere Fläche 11 Tl ist, dann die einer Treppe, deren
Stufen auf TI senkrecht stehen, usw.
4. Die schiefe Projektion eines Vielflachs ist ohne weiteres kon-
struierbar, wenn eine Reihe von Strecken bekannt ist, die zur Bildebene
parallel oder senkrecht sind, und die das Vielflach in der angenommenen
Lage bestimmen.
Darstellung einer regelmäßigen fünfseitigen Pyramide
mit horizontaler Grundfläche. Die vor Tl befindliche Grundfläche
ABCD E sei gegeben durch die Schnittlinie; x ihrer Ebene mit Tl und
durch die Lage A oBI) Co DoEo, in die sie gelangt, wenn sie um x nach
unten in TI umgelegt wird; dabei möge CoDo 11 x sein. Die Höhe der
Pyramide sei == h (Fig.5).
Um zunächst die schiefe Projektion A s von A zu ermitteln, ziehe
man A oJ .l x als Umlejrung des von A auf x gefällten Lotes, sowieb 1JAs unter 30° gegen x. Macht Inan dann JAs ==2 J A o (bequemer
zieht man .A oA s unter 60 0 gegen x), so ist JAs die Projektion von
1*
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JA. - Auf AciJ liegen die Mittelpunkte E"O' Go von Bo11~'0, CoDo, sowie
der Mittelpun~t Mo des Fünfecks. Zieht man durch diese Punkte
Parallelen zu AoAs, so findet man auf JAs die entsprechenden Punkte
Fa, (ls, Ms. Da BE 11 x, also 11 TI ist, so ist auch 13s»; 11 x und
Fig. 5. r,u, = F s Es === ]/0 n; Ebenso ergibt
sich C.~ Ir; Die Höhenlinie der Pyramide
ist 11 TI und l.x;.ihr~.,·fsojektion geht
also durch M sl.:l1·und ist ==-- h,
5. Projiziert man die bisher dar-
gestellten Körper in unveränderter Lage
senkrecht auf Tl, so zeigt sich, daß die
entstehenden Bilder weniger anschaulich
sind als die zuvor erhaltenen, weil alle
Geraden und Ebenen, die auf TI senkrecht
stehen, bzw. als Punkte und Geraden ab-
gebildet werden. Um auch in senkrechter
Projektion anschauliche Bilder zu erhalten,
müßte man die besondere Lage aufgeben,
welche die Körper gegen die Bildebene einnehmen, was jedoch die
Konstruktion der Bilder erheblich erschweren würde. Die schiefe Pro-
jektion erweist sich demnach als vorzugsweise geeignet, um von stereo-
metrischen Figuren anschauliche Skizzen zu zeichnen, und in diesem
Sinne werden wir sie im folgenden immer benutzen.
11. Punkt, gerade Linie und Ebene in senkrechter Projektion
auf zwei zueinander senkrechte Projektionsebenen.
Darstellung des Punktes.
6. Ein Punkt im Raume ist durch Angabe seiner schiefen oder
senkrechten Projektion noch nicht bestimmt. Das gebräuchlichste Ver-
fahren, um die Lage des Originalpunktes zu bestimmen, besteht in der
Anwendung senkrechter Projektion auf zwei zueinander senkrechte
Projektionsebenen, von denen die eine immer horizontal, die andere also
vertikal gestellt wird. Indem. wir diese Darstellungsweise den folgenden
Entwickelungen zugrunde legen, lassen wir die vertikale Projektions-
ebene stets mit der Zeichenebene (Wandtafel) zusammenfallen und
gebrauchen die folgenden Bezeichnungen:
Horizontal- oder Grundrißebene, erste Projektionsebene,
erste Tafel, TIt ;
V ertik al- oder Au friße bene, zweite Projektio n se bene,
zweite Tafel, TI~;
Projektionsachse oder kurz Achse für die Schnittlinie X beider
Ebenen;
ferner in bezug auf einen Originalpunkt P:
Horizontalprojektion oder Grundriß, erste Projektion, r'.
Vertikalprojektion oder Aufriß, zwei te Projektion, P"; ,
erster bzw. z we i tel' projizierender Strahl PP', PP".
:)
Wir unterscheiden vordere und hintere TII (+ TIl und - Trl ) ,
sowie obere und untere TI2(+lT2 und -TI2 ) . Die Projektions-
ebenen teilen den Raum in vier Quadranten, die in der Reihenfolge
(+TI1 , +TI2 ) , (-TI t , +TI2) , (-TII , -TI2) , (+TTI , -TI2) als
erster bis vierter Quadrant bezeichnet werden.
Bei der Herstellung VOll Grund - und Aufriß denken wir uns das
unendlich ferne Auge oberhalb der TI) bzw. vor der TI2 und die Pro-
jektionsebenen als undurchsichtig; deshalb wird der abzubildende Gegen-
stand nur dann von beiden Augen gesehen, wenn er sich im ersten
Quadranten befindet, und wir legen ihn daher in Zukunft, wenn möglich,
immer in diesen Quadranten.
Fig. ö zeigt rechteckig begrenzte Teile der heiden Projektions-
ebenen und einen im ersten Quadranten liegenden Punkt P mit seinen
(',
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projizierenden Strahlen, dargestellt in schiefer Projektion unter der
Voraussetzung, daß die TI2 mit der Zeichenebene zusammenfällt, oder
zu ihr parallel ist; der Index 5, den wir bisher zur 13ezeichnung der
schiefen Projektion benutzt hatten, ist hier der Einfachheit wegen ,veg-
gelassen.
7. Die J~~bene FP' P" ist senkrecht auf TI} und TT2, also auch auf
:1;; verstehen wir demnach unter L'; ihren Schnittpunkt mit x, so sind
P' F; und tri; auf x senkrecht, d , h.: })ie von den beiden Pro-
jektionen eines Pu n k t e s auf die Ac h s e gefällten Lote treffen
sich in der Achse.
In dem Rechteck ]J1)' J)xp" ist P 1)1 == P" IJx ; in Worten : I) i e
Entfernung eines Punktes von der ersten Projektionsebene
(sein er s t er T CL fe 1a b s t an d) ist gl eie h der E n t f ern u n g sei n er
z w e i t e n I)rojektioll von der Achse. Ebenso ist 1)P'' == 1)' P x •
8. Um die Zeichnung- auf eine einzige Ebene zu beschränken,
drehen wir die TI1 um x, bis sie mit TI2 zusammenfällt, und zwar wollen
wir diese Umlegung immer in der Weise ausführen, daß die + TI} auf
die - TI2 zu liegen kommt, Dann fällt ])1 j)x in die Gerade IJII l)x~ d. h.:
Die beiden Projektionen eines Pu n k t o a liegen in einem Lote I1
zur Pro j ek t ion s ach s e (Fig. 6 a ). \
Gx
z
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Umgekehrt bilden irgend zwei Punkte p' und 1)" der
Zeichenebene, deren Verbindungslinie auf x senkrecht steht,
die beiden Proj ektion en ei n e s Ra um punktes P, der auf di es e
We i see i n d e u t i g be s tim m t ist.
Fig. 7 stellt einen Punkt Q des zweiten Quadranten dar. Man
zeichne ebenso die Projektionen eines Punktes des dritten sowie des
vierten Quadranten. Nur bei den Punkten des
ersten Quadranten liegt derGrundriLl unter-
halb x, der Aufriß oberhalb x.
Liegt ein Punkt in der er s te n Projektions-
ebene, so liegt seine z w e i t e Projektion in der
Achse; befindet sich der Punkt in der z w e i te n Pro-
jektionsebene, so liegt seine er s t e Projektion in
J; der Achse.
Wir nennen Halbierungsebenen die beiden
durch die Achse gehenden Ebenen H1 und H2 , die den ersten und
dritten bzw. den zweiten und vierten Quadranten halbieren. Die beiden
Projektionen eines Punktes der H1 liegen symmetrisch zu x, die-
jenigen eines Punktes der H2 fa 11 en zu sam me n.
9. Obwohl ein Raumgebilde durch Grund- und Aufriß seiner Punkte
bereits vollkommen bestimmt ist, erweist es sich unter Umständen als
zweckmäßig, seine senkrechte Projektion
auf eine dri tte Ebene TTs hinzuzufügen,
__~:.....- --,n 2 die auf Tl! und TI2' also auf x senkrecht
ist und Seitenriß- oder Kreuzriße bene
genannt wird. Dann entstehen die neuen
Projektionsachaeu y == TI1 X TI3 und
z == TI2 X TIs, und die drei Geraden x, 11, Z
schneiden sich rechtwinklig im Punkte
o = TI! X TI2 X TIs' Fig.8 gibt hiervon
eine Skizze in schiefer Parallelprojektion.
Ist P'" die dritte Projektion des
Punktes P, so haben die von P' und
P'" auf y gefällten Lote denselben Fußpunkt 1)y (Art. 7). Ebenso
treffen sich die Lote von P" und P'" auf z in einern Punkte Pi.
,.l/
Die. drei Tafelab.stände P'" P == OP;r, ]J" P === OPy , P' P === OPz
werden In der analytIschen Geometrie des Raumes als die Koordinaten
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7von P bezeichnet. Sie dienen zur eindeutigen Bestimmung von P,
wenn jeder einzelne Abstand von der betreffenden Ebene aus nach der
einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten negativ gerechnet wird.
Zum Zwecke der Darstellung wird naturgemäß auch die 113 mit
der Zeichenebene TI2 zur Deckung gebracht. Man erreicht dies am ein-
fachsten durch eine Drehung um s , etwa so, daß die vordere TI3 auf
die linke Halbebene 112 zu liegen kommt (Fig. 8 a). }tIan kann aber
auch die TI3 zunächst um y in die TI} umlegen, z. B. die obere TI3 in
die linkeHalbebene TI}, und dann die vereinigten Ebenen um x in" dem
früher festgesetzten Sinne so lange drehen, bis sie mit TI2 zusammen-
fallen (Fig. 8 b). Man beachte, daß bei der ersten Art der Umlegung
die y-Achse, bei der zweiten die z-Achse in der :Figur doppelt auftritt.
10. Grundaufgabe. Aus der ersten und zweiten Pro-
j ek t ion 1)' und 1)" ein e s Pu n k t e s IJ die d r i t te 1)'" zu k 0 n -
s t r u ieren (Fig.9). Die Ebene TI3 sei durch die Gerade zLx gegeben.
Fig. 9. Fig.10.
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Legt man sie wie in Fig. 8 a in die Ebene 112 um, so fällt die Strecke
PzP"', die === PxP' ist, in die Verlängerung von P" 1Jz. Hieraus folgt
für die Bestimmung von P'" die einfache Regel: Man ziehe durch
P" ein e Par a 11 eIe zu X und mac he auf ihr von Z aus d i e S tr eck e
p.p'" === PxP'. - Ohne Benutzung des Zirkels erhält man 1J ' " mittels
der Geraden h, die den rechten Winkel zwischen den heiden Umlegungen
desselben Teiles der y-Achse halbiert, durch 1)' 1)h 11 r bis hund 1),,])'" I! e.
Bei der in Fig. t) b angedeuteten Art derUmlegung ziehe Inan die
Gerade P' Py 11 x bis /I und mache auf ihrer Verlängerung die Strecke
PyP'" === 1.Jx P ".
11. Zuweilen ist es vorteilhaft, die neue Projektionsebene so zu
wählen, daß sie nur auf einer der beiden ursprünglichen Tafeln senk-
recht steht. Sei z. B. Tl3 J. TI1 und y die Schnittlinie beider Ebenen
(Fig. 10). Legt man, wie bei der zweiten Lösung der vorhergehenden
Aufgabe, die Tl3 um y in die TI! um, so ist nach Art. 8 1)' 1)'" Ly und
nach Art. 7 P'" ]Jy == Abstand PTI1 === P" P x • In Worten: Der A b-
stand der neuen Projektion von der neuen Achse ist gleich
dem Abstande der wegfallenden Projektion von der alten
Achse.-
12. In derselben Weise findet man weiter die Projektion p l V von
P auf eine vierte Tafel TI" die auf der TI3 senkrecht steht. Dann
bildet die Schnittlinie w der heiden Tafeln, die in Fig. 10 durch ihre
8Umlegung in die TI1 gegeben ist, eine neue Projektionsachse. Denkt
man sich also die TI4 um w in die TIs und mit dieser in die TI! um-
geklappt, so ist P'" p v 1.w und Abstand t»: w == Abstand P' y.
Die Einführung neuer Projektionsebenen kann dazu dienen, um
von einem Gegenstande anschauliche Bilder zu erhalten, wenn die ur-
sprünglichen Projektionen wegen der besonderen Lage des Gegenstandes
gegen die Projektionsebenen zu wenig anschaulich sind.
Man verfahre so bei einem Würfel, dessen Grundfläche AB CD in
TI! liegt, und dessen Kante AB 11 X ist.
13. Ist ein Gegenstand durch seine Projektionen A'B' C' ... und
A" B" C" ... gegeben, und verschiebt Inan die Projektionsachse x parallel
zu sich selbst um die Strecke e z, B. nach unten, so vermehrt man die
ersten Tafelahstände aller Punkte A, B, C ... um e und vermindert
ihre zweiten Tafelabstände um denselben Betrag. Dann sind aber
A' B' C' ... und A" B" C" ... die Projektionen, die sich von dem dar-
gestellten Gegenstande ergeben, wenn man ihn 1.TIl nach oben und
1.TI2 nach hinten [edesmal um e, also im ganzen um die Strecke
e V2 1.H 1 verschiebt.
Läßt man daher die Projektionsachse ganz weg, so ist durch die
beiden Projektionen der Gegenstand selbst bestimmt, seine Lage gegen
die Projektionsebenen aber nur bis auf Schiebungen senkrecht zur
Halbierungsebene H1 •
Nun kommt es bei technischen Zeichnungen auf die Lage
des Gegenstandes gegen die Projektionsebenen nicht an, und des h a lb
pflegt man bei solchen Zeichnungen auf die Angabe der Pro-
jek tion sach se überhaupt zu verzichten.
Um dann von dem durch seine Projektionen A' B' C' ... und
A,'B" c" ... gegebenen Gegenstande eine dritte Projektion auf eine
TIs 1.TIl zu konstruieren, darf man z. B. A'" beliebig wählen. Zieht man
durch A" die Gerade u1.A' A" und durch A'" die Gerade 'v1.A'A"',
so ergibt sich B'" aus der Bedingung
Abstand B"'v == Abstand B"u.
Darstellung der Geraden.
14. Eine Originalgerade fl, die auf keiner der .Projektionsebenen
senkrecht steht, hat zu ihrem (Jrund- und Aufriß zwei Geraden g' und
,q", nämlich die Schnittlinien ihrer ersten und zweiten projizierenden
Ebene bzw. mit TI) und TI2 (vgl. die Skizze 11 in schiefer Parallel-
projektion und die entsprechende Fig. 11 a in Grund- und Aufriß).
Ist P ein Punkt von g, so liegt IJ' auf g', P" auf 9", und
zwar so, daß P' ]J" 1.x ist. I)aher verhalten sich die Abschnitte auf
g' wie die entsprechenden Abschnitte auf g".
15. Gerade J..Jinien in besonderer Larr e O"egen die Pro-
k . b 0 0je t i o n s e enen. •
a>,Ist 9 11 TI!, so ist g" 11 x (und g' 11 g). - Ist rJ 11 TT2, so ist g' I1 :1;(und g' 11 g).
b) Ist 9 11 x, so sind g' und g" 1I x.
9r
g'
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c) Ist 9 J.Tl], so ist g' ein Punkt und g" J.x. - Ist 9 J.TI2' so ist
g' ..l. x, g" ein Punkt.
d) Ist 9 J. x, d. h. liegt 9 in einer zu x senkrechten Ebene, so be-
finden sich q' und g" in einer zu x senkrechten Geraden.
16. Zwei beliebige Geraden g' und g" der Zeichenebene, von denen
keine auf x senkrecht steht, können umgekehrt als Projektionen einer
Geraden 9 im RaUlTIe angesehen werden, die
auf diese Weise eindeutig bestimmt ist. Bringt
man nämlich die Tl! mit der in ihr liegenden
Geraden r./ in ihre ursprüngliche Lage J.Tl 2,
so ergibt sich .q als Schnittlinie der beiden
projizierenden Ebenen, die durch g' und g"
bzw. J.Tl! und J. Tl 2 gelegt werden.
Steht aber g' J. x, so ist g" entweder
ein Punkt, oder g' und g" liegen in derselben Tl}
Senkrechton zu x. Im letzten Falle decken
sich die beiden projizierenden Ebenen; die
()riginalgerade ist also durch Angabe von g'
und (/' noch nicht hesti mmt. Hierzu bedarf
e~ de'r Projoktionen .1t', ,A" und 1:', 1~" zweier
Punk te ..-'1 llll cl J: (Fig. 12). U111 dann zu
einem dritten Punkte C der Geraden, der
durch C' best.immf ist, die zweite Projektion
(;" zu ermitteln , lege man die projizierende
Ebene von 9 lltn g" in die TI2 UITI, oder Inan
ermittle die dritte Projektion g'" == .11'" B'"
auf eine TlsJ.x.
17. Unter dem ersten bzw. zweiten
Spurpunkte der Geraden 9 versteht man ihre Schnittpunkte GI und
G2 mit Tl! und TI2 (Art. 1).
G I' und aufgab e. Die Spur p unk t e d erd u r chih r e Pro -
jektionen g', g" gegebenen Geraden 9 zu konstruieren (Fig.13).
}1'ig.12.
A7.'j'
11"
Da der Punkt (li der Geraden g angehört, so liegt G~ in .r/ und G~' in g";
dabei ist G~ G~' J. x (Art. 14). Da sich ferner Gi in Tl1 befindet, so fällt
Gi. mit Gt zusammen, und G~' liegt in x. ~Ian b e s t i m m e demnach
den Sc h ni t t pu n k t (-;~' von g" mit x und z i ehe G;' (-i-1 J.x bis g'.
In analoger Weise ergibt sich G2 aus G2 == g' >< .z, G'; G2 J.x bis o",
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Nach Ermittelung der Spurpunkte erkennt man , welcher Teil der
Geraden g im ersten Quadranten Iiegt ; die entsprechenden Teile von
g' und g" sind als sichtbar auszuziehen (Art. 6). Der im zweiten
Quadranten befindliche Teil von g wird zwar vorn ersten projizierenden
Auge gesehen, aber der zugehörige Teil von g' liegt auf der - TII , und
diese wird beim Umlegen von der +TI2 verdeckt. Ebenso ist der im
vierten Quadranten liegende Teil von g für das zweite projizierende
Auge sichtbar, aber der entsprechende Teil von g" wird durch die um-
gelegte +TI1 verdeckt. - In Fig. 13 liegt GI unterhalb x und deshalb
in der + TII , G2 oberhalb x, mithin in der + TI2 ; von der gegebenen
Geraden befindet sich also die Strecke GI G2 im ersten Quadranten.
Man bestimme auch bei den in Fig. 14 und 15 dargestellten Ge-
raden die Spurpunkte und den im ersten Quadranten liegenden Teil.
Dieser Teil hat seinen Grundriß stets ganz unterhalb x und seinen
Aufriß oberhalb x (Art. 8). In Fig. 15 tritt also die Gerade g über-
haupt nicht in den ersten Quadranten ein.
Liegt die Gerade, wie in Fig. 12, in einer auf x senkrechten Ebene,
80 erhält man ihre Spurpunkte durch IJmlegung dieser Ebene in die
TI2 oder mittels eines Seitenrisses (Art. 16).
18. Grundaufgabe. Die Neigungswinkel 1'1,1'2 zu er-
mitteln, welche die durch ihre Spurpunkte GI' G2 gegebene
Gerade g bzw. mi t TI}, 112 bildet. (Erste und zwei te Tafel-
Fig.16.
G~
I'
Fig.16a.
~\ \ "
g" G2 TI2I
---'t ~ o I g"I tG~ ~l' .t II 9 c"
--'1
G~ .1.'g' Tl} g' -~ ... ,
./
GI
ne ig u n g VOll,fl, Fig. 1G mit der Skizze 1Ga in schiefer Parallelprojektion.)
Der _Winkel 1'1 liegt im Raume bei (;1 in dem rechtwinkligen Dreieck
()2 (:1 (]2' dessen Katheten ()2 (J~ und (-;2 (1-1 bekannt sind; macht man
also auf x die Strecke G2a-? === (J-~ (lI' so ist L O2 G- 0 G2 == rl undAG- (1 0 ( 1.' di U I /1[1 (Y (1'. . TI 1
LI - 2 f1 f2 ie m egung von LI Lf2:.f1 :.f2 In die 2. - Ebenso erhält
man 1'2 durch Umlegung von L1 GI O2 G~' in die TI!.
Unter allen Winkoln , welche ,q mit den durch O2 gehenden
Geraden von TI2 einschließt, ist bekanntlich r2 der kleinste, also
f2 < L GI G2 (}2, wobei das Gleichheitszeichen sich auf den Aus-
nahmefall g.L x bezieht. Nun ist aber L (lI G2G~ == 90° - 1'1' folglich
fl + 1"2 < 90°.
. .Bezeichnet ma~ ~it 1, 1', 1" bzw. die Längen einer auf g liegenden
Originalstrecke, SOWIe Ihrer ersten und zweiten Projektion,' so ist
l' == 1COS 1'1' 1" == 1cos'Y~.
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Ist also die Strecke 1 zu keiner Projektionsebene parallel, so erscheint
sie in jeder Projektion verkürzt, und zwar sind eosYl und COSY2 die
Ve r kürzungsver häl t n i s se.
19. Grundaufgabe. Die w a h r e Länge der durch ihre Pro-
jektionen A'B', A" B" gegebenen Strecke AB zu konstruieren
(Fig. 17 und Skizze 17 a in schiefer Parallelprojektion). Zieht man in
der ersten projizierenden Ebene von AB die Gerade B 0 11 B' A' bis
AA', so entsteht das rechtwinklige Dreieck ...4130 mit den Katheten
CB == A' B' und ..11 0 === .L1..1-1' - IJB' === A" Ax - B" B x' Die wahre
Länge von AB ist also gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Fig.17.
}1-'ig.17a.
] Ireiecks , welches A' 11' und ./1" .t, - 1J"B; zu Katheten hat. Man
ziehe daher die Gerade I~" 0 " I! X bis ...1" ..1-1' und mache auf ihr O" B'~
== A' B'; dann ist A" B~ == ./1 B.
Die eben ausgeführte Konstruktion läßt sich auch so deuten: Das
Dreieck ..I-{ B C ist durch Drehung UIß seine vertikale Kathete A 0 in
eine neue Lage A IJo C gebracht worden, in der es 11112 ist. Dann
erscheint es im Aufriß in wahrer Größe.
Ebenso ergibt sich ~1B als Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei-
ecks mit den Katheten A" B" und .llA" - BB" == A' A x - Ir Bs-
Überhaupt gilt also der Satz: Die wahre Länge der Strecke .A.B
ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, das die
eine Projektion von AB und die Differenz der Abstände der
Punkte .Li und B von der betreffenden Projektionsehene zu
Ka theten hat.
20. Zwei Geraden liegen entweder in einer Ebene - und dann
schneiden sie sich in einem endlichen oder einem unendlich fernen
Punkte 1) (parallele Geraden) - oder sie sind windschief zu-
einander.
1) Man 8agt bekanntlich, jede Gerade 9 besitze einen unendlich fernen
Punkt, weil durch einen außerhalb liegenden Punkt P nur eine Parallele zu 9
gezogen werden kann, und weil auch jede andere Gerade, die in der Ebene
Pg durch P gelegt wird, einen einzigen Punkt mit 9 gelnein hat. Der un-
endlich ferne Punkt einer Geraden ist identisch mit dem, was man sonst ihre
Rich t u n g nennt. Ebenso wird jeder Ebene eine unendlich ferne Gerade
zugeschrieben, nämlich der Ort der unendlich fernen Punkte aller in ihr
liegenden Geraden. Zwei parallele Ebenen haben dieselbe unendlich ferno
Gerade (Stellung). - Unter der unendlich fernen "Ebene des Ra u m e s
versteht man den Inbegriff aller unendlich fernen Punkte und Geraden.
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Fig.18.
:r
Wenn zwei Geraden einander schneiden, so liegen die
Schnittpunkte der gleichnamigen IJrojektionen in einern Lot
zur Achse. Der umgekehrte Satz gilt nur dann nicht unbedingt, wenn
eine der beiden Geraden 1. X ist.
Sind g', g" und h', h" die Projektionen zweier windschiefen Ge-
raden 9 und h, so ist der Schnittpunkt von g' und h' der Grundriß
eines Punktes A von 9 und eines Punktes B von h, Liegt, wie in
Fig. 18, B" höher als A", so liegt B über A, und
die Gerade h' überdeckt g' in A'. Ebenso entsprechen
/It dem Schnittpunkte von g" und h" auf g' und It' bzw.
ql~ zwei Punkte C' und D'. Liegt dann C' näher an X
-----.. als D', so liegt D vor C, und h" überdeckt g" in C".
Sind zwei Geraden einander parallel, sog,~»< h' sind die g lei eh nam igen Proje ktio nen parallel
<, (Art. 2). - Sind umgekehrt die Geraden g und h
durch ihre Projektionen r/, g" und h', h" gegeben,
und ist g' 11 11', g" 11 h", so sind die gleichnamigen pro-
jizierenden }1~benen parallel, folglich ist auch 9 11 h. In dem .Ausnahme-
falle, daß g' und g", sowie h' und h" in je einer Senkrechten zu X liegen,
hat man g'" und h'" zu konstruieren, um zu entscheiden, ob [I 11 l. ist.
'I
VOll drei
Von der
e"
A" /i~,.
x --------
'B'A/~
C'
A'~C"
~'J( i
I
x----
I
I B'A'~
e'
x
Darstellung der Ebene.
21. Eine Ebene E ist bestimmt durch die Projektionen
ihrer Punkte A, B, C oder von zwei ihrer Geraden s, h,
]"ig.19a. ]"ig. 19b. Fi~. 20.
n"
A'Rc"
I .
E'
'~D'A~
B' C'
11~bene A l~ C sieht man im Grund- und .Aufriß dieselbe Seite oder ent-
gegengesetzte Seiten, je nachdem die Dreiecke A' B' C' und A" B" C"
gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sind (I~"ig. 19 a und b).
Kennt man von einem ebenen Vieleck A 13CD . . . den Grundriß
.A.' B' C' D' ... und von drei Punkten .A, IJ, 0 auch den Aufriß A", B", 0",
so sind die zweiten Projektionen der übrigen Eckpunkte bestimmt
(Fig. 20). Man findet z. B. zum Punkte J' == A.'C' X 13'D' den Punkt
~l" auf ...1." C", somit die Gerade B" J" und auf dieser den Punkt D".
22. Häufig benutzt man zur Bestimmung der Ebene E ihre Spur-
1in i e n Cl und C2' d. h. ihre Schnittlinien mit TI1 und TI2; el und e2
treffen sich auf x im Achsenschnittpunkte E.ro Zwischen der Bestim-
mung einer Ebene durch Spuren und der Bestimmung durch zwei be-
liebige Geraden besteht aber kein wesentlicher Unterschied; es ist nur
13
z
e2 n3 s; TI2
x
Cl X
Y TI l
Fig. 21 b.~"ig. 21 a.
e; == eH c~' === x und e; == x, e~ == e2. - Bilden die sichtbaren Teile
von Cl und e2 mit derselben R:chtung von x spitze Winkel, so sieht
man im Grund- und Aufriß dieselbe Seite der Ebene (Fig. 21a und b).
Aufgab e. Die d I' i t t e S pur1i nie es de r E ben e E (c c) z u
konstruieren (Fig.22 und Skizze 22a in schiefer Parallelpr~jektion).
Fig.22. Fig.22a.
Fig.24.
y
Man bestimme die {)unkte E y == Cl X Y und E z == C2 ;< e , dann ist
e3 == E!I ;;z· Wird die TTs um z in die TT2 umgelegt, so gibt es in
Fig.22 zwei Lagen von P,I'Y'
Ehenen in besonderer Lage gegen die Projektionstafeln.
a) Ist E 11 Tl}, so ist f 2 " x und Cl unendlich fern. J~der Punkt
von E hat seinen Aufriß auf t'2. - Ist E fI Tl2, so ist Cl 11 o:
und e2 unendlich fern.
h) Ist E1. Tl!, so ist C21.X, und der Grundriß jedes Punktes von
E liegt auf Cl' - Ist E 1.TI2' so ist CI 1. x.
c) Ist E 11 x, so sind Cl und e2 11 r.
23. Gerade Linien und Punkte in einer Ebene. Grund-
aufgabe. Von der Geraden i, die in der Ebene E liegt, ist
gegeben i'~ gesucht i", Ist E durch zwei sich schneidende Geraden
Fig.23.
~h"
h ~
x-~---------x
~h'
g'
g und h gegeben, so kennt man von den Schnittpunkten A und IJ der
Geraden i mit 9 und h die Grundrisse A' und 13'; dann ist i" == A" B"
(Fig.23).
Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen die Spur-
punkte der Geraden in den gleichnamigen Spurlinien der
Ebene. Ist also die Ebene E durch ihre Spuren el und C2 bestimmt
und die in ihr liegende Gerade i durch i' gegeben, und soll wieder i"
konstruiert werden, so suche man zu den Schnittpunkten JI und J; von
i' mit Cl und x die zweiten Projektionen J~' auf X und J 2 auf c2 ;
dann ist i" = Jl' J2 (Fig. 24).
14
Grundaufgabe. Vom Punkte P der Ebene E ist gegeben
P', gesucht P". Man ziehe durch P' irgend eine Gerade i' als Grund-
riß einer in E liegenden Geraden i und ermittle wie vorhin i"; dann
liegt P" auf i".
24. Aufgabe. Die Spurlinien der Ebene E zu konstruieren,
die durch zwei sich schneidende Geraden 9 und h bestimmt
ist (Fig.25). Lösung: Cl = G"IHI , C2 === G2H2• Kontrolle: Cl und C2
schneiden sich auf x, - Sind die Spurpunkte von 9 und h zum Teil
oder sämtlich unerreichbar, so ziehe man in geeigneter Weise eine oder
mehrere Hilfsgeraden , deren jede 9 und h schneidet. Wählt man den
Fig.25.
9"~h"
------x
h'
-,
i'
g'
Fig.26a. Fig.26b.
Fig.27.
p" "'2
9
I
x
I
6
p' e,
Grundriß i' einer solchen Geraden beliebig, so findet man hieraus i",
und dann gehen Cl und e2 bzw. durch die Spurpunkte J l und J2 von i.
Aufgabe. Gegeben zwei zueinander windschiefe Geraden
gund h; durch 9 eine Ebene E zu legen 11 h. Man ziehe durch
einen beliebigen Punkt VOll 9 die Gerade l 11 h, so ist E == 9 l.
25. Unter Hauptlinien (Spurparallelen) einer Ebene versteht
man die Geraden der Ebene, die zu einer Projektionsebene, also zur
betreffenden Spurlinie parallel sind. Ist m eine erste, n eine zweite
Hauptlinie von E, so ist m' 11 Cl' m" 1\ x und n' 11 x, n' 11 C2 (Fig. 26au. b).
Durch Benutzung der Hauptlinien gelangt man zu neuen Lösungen
der früheren Grundaufgabe (Art. 23): Von dem Punkte I->, der
in der Eb en e E == Cl C2 liegt, ist gegeben P', gesuch t P".
26. Sind zwei E be nen parallel, so si n d die gleic hn amigen
Spuren parallel.
Aufgabe. Durch den Punkt 1> eine Ebene ep zu legen, die
zur Ebene E parallel ist. Zieht Inan durch 1> eine Gerade m
parallel zu irgend einer Geraden von E, so geht ep durch m, Ist E
durch die Spuren Cl und C2 gegeben, und sind diese nicht 1\ x, so legt
man zweckmäßig m I' Cl oder 11 e2 ; im ersten Falle geht die Spur f2 von
ep durch den Spurpunkt M 2 von m und ist 11 C2 (Fig.27).
Schnitte von Ebenen und Geraden.
27. Grundaufgabe. Die Schnittlinie 9 zweier Ebenen E
und ~ zu kon s t r u ie ren, die durch ihre Spurlinien Cl' C2 und fl' f2
b e s t i m m t sind (Fig.28). Nach dem Satze in Art. 23 kennt man von
g die Spurpunkte GI == Cl X (L und G"2 === C2 X f2· - Ist (}l unerreichbar,
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so benutze man eine Hilfsehene ß und konstruiere zunächst die Schnitt-
linien h == ß X E und i == ß Y 4>; dann geht 9 durch den Schnittpunkt
von h mit i. Wählt man ß 11 TIl' so ist h 11 Cl und i 11 f~.
28. Grundaufgabe. Den Schnittpunkt P der Geraden g
mit der :Ebene E === ..A.. BC zu konstruieren (Fig.29). Man
lege durch 9 eine Hilfsebene, am zweckmäßigsten eine pro-
ji zierende Eb en e, z. B. die erste, und b es timm e ihre Sc hni tt-
linie i mit E; diese schneidet 9 in P. Bekannt ist i' == g'; hieraus
ergibt sich i" und P" === g" xi". - Aus dem Aufriß erkennt man,
x
Fig.28.
Fig.29.g"4C"
4"
~ I
E"I
I IA~C'
f]' B'
;1; x
Fig.30.
g"
.9'
c"
F"A"
n:
D'
welcher 'I'eil VOll 9 unterhalb i liegt, also im Grundriß von der un-
durchsichtigen Dreiecksfläche verdeckt wird. Oder mal) untersucht wie
in Art. 20, ob die Seite A' B' die Gerade g' überdeckt, oder ob sie um-
gekehrt von g' überdeckt wird. - Sind .L1' B' C' und A" B" C" gleichen
Sinnes, so sieht man in Grund- und Aufriß Fig.31.
denselben Teil von q. •
Ebenso findet man den Schnittpunkt von
g mit einer Ebene, die durch ihre Spuren
gegeben ist (Fig.30).
29. Grundaufgabe. Die Schnitt-
linie 9 der Ebenen zweier Dreiecke
ABC und DEF z u konstruieren x
(lfig.31). Man bestimme nach der vorigen
Aufgabe z. B. die Schnittpunkte J und J(
der Geraden DE und ~lF mit der Ebene
A]) C, dann ist 9 === JI(. In :Fig.31 liegt
K außerhalb des Dreiecks A]J C, deshalb
reicht die Schnittlinie der begren zten Ebenen nur bis zum Schnitt-
punkte von J K mit AC, den man natürlich auch als Schnitt VOll AC
mit der Ebene D E [1' hätte ermitteln können.
Man beachte, daß bei diesen wie bei den folgenden Aufgaben die Pro-
jektionsachse enthehrlich ist, falls die gegebenen Geraden und Ebenen nur
durch Projektionen , nicht durch Spuren festgelegt sind (vg 1. Axt. 13).
Gerade Lin ien und :Ebenen in rechtwinkliger Lage.
30. Ist ein Schenkel eines rechten Wi n k e l s zu einer Pro-
jektionsebene parallel, so ist die senkrechte Projektion des
Winkels auf diese Ebene wieder ein rechter. Sind nämlich 9
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und h die Schenkel eines rechten Winkels mit dem Scheitel A, und ist
h 1\ TIt , so steht h senkrecht auf A A' und auf n, also auf der Ebene
A A', g. Dann ist aber auch die zu h parallele Gerade h' auf derselben
Ebene senkrecht, also senkrecht auf der Geraden g' dieser Ebene.
Bezeichnet man mit i irgend eine zu g parallele Gerade im Raume~
so ist auch i' .lh', d. h.: Sind überhaupt zwei (sich schneidende
oder windschiefe) Geraden senkrecht aufeinander, und ist die
eine von ihnen zu einer Projektionsebene parallel, so bilden
ihre senkrechten Projektionen auf diese Ebene gleichfalls
einen rechten 'Vinkel. Ist umgekehrt h' .li' und h 11 TI1 , so ist h.li.
Steht die Gerade 9 senkrecht auf der Ebene E, so steht sie auch
senkrecht auf deren Spuren el und c2• Dann ist aber nach dem zweiten
Fig.32.
p"
9
,
I
b
p'
Fig.33.
P" A" Fig.34.
N p" /9"I I ?B" II C"
I
x x
I
~ <,IB' b 9'I 'c' I>'
! ~ .
p'
Satze g' .let und g" .lC2. Daraus folgt: Steht eine Gerade senk-
recht auf einer Ebene, so stehen die senkrechten Projektionen
der Geraden senkrecht auf den gleichnamigen Spurlinien der
:E ben e. Umgekehrt folgt aus g'.l el und g".l C2 auch g.l E, falls
nicht E 11 x ist.
31. Anwendungen. Grundaufgabe. 'Tom Punkte P auf
die Ebene E (eI e2) ein Lot 1 zu fällen (FiO'.32) }Ian ziehe durch
p' und P" bzw. 1'.1el und 1".1('2. - Ist E d~rch drei Punkte A, B, C
gegeben, so lege man etwa durch B die Hauptlinien mund n der
E (n't" und n' 11 .1'), dann ist nach dem zweiten Satze in Art. 30 1'.1m'
und Z" .1n" (Fig.33).
Aufgabe. Die Entfernung des Punktes P von der Ebene
E zu bestimmen. Man ermittelt den Fußpunkt Q des Lotes von P
auf E (Art. 28) und die wahre Länge von P tl (Art. 19).
32. Grundaufgabe. Durch den Punkt P eine Ebene zu
legen senkrecht zur Geraden g (Fig.34). Bezeichnet man mit m
die erste, mit n die zweite durch ]) gehende Hauptlinie der gesuchten
Ebene E, so sind ttn" und n' 1I x und nach dem zweiten Satze in Art. 30
. t '.1' ", '18 tU 9 und n .lg '. Durch mund n ist aber E bestimmt. - Hierauf
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beruht die I~ösung der Aufgahe: I)ie Entfernung des Punktes P
von der Geraden .fl zu bestimmen, denn die~~hene E schneidet q
im Fußpunkt des von 1) auf g gefällten Lotes. .
An m e I'ku n g. Um die sc h i e f e Projektion des Lotes zu zeichnen.
das von einem Punkte auf eine Gerade oder auch auf eine Ebene gefällt
ist, sind wir vorläufig noch gezwungen, die Aufgabe für dieselben Daten
zuerst in senkrechter Projektion zu lösen und vom Fußpunkte des so
gefundenen Lotes nachträglich die schiefe Projektion zu ermitteln
(vgl. jedoch Art. 43 u. 44).
x
Fig. sr).
f
33. Aufgabe. Die kürzes te :B~n tfern ung zweier wind-
schiefen Geraden g und h zu b e s t i m m e n , d. h. diejenige zwischen
,q und h liegende Strecke, die auf beiden
Geraden senkrecht steht (Fig. 35). Man
lege durch g eine Ebene E (eI e2) II h; zu
dem Zwecke ziehe man durch irgend-
einen Punkt von g (z. B. G2 ) eine
l)ara11ele i zu h. Dann fälle Inan von
einem beliebigen Punkte A von h auf E
das Lot l und bestimme seinen Schnitt-
punkt n mit E. Zieht man jetzt 1~ 0 11 h
bis g und C1) III bis h, so ist CD die ge-
suchte kürzeste I~ntfernung, deren wahre
Länge noch konstruiert werden muß.
Einfache Sonderfälle dieser
Aufgabe: a) Ist g.LTI1 , h beliebig, so
ist C' D' das Lot von g' auf h' und zugleich die wahre I.Jänge von CD.
b) Sind g und h I1 TI1 , so ist C' D' == g' X h' und CD == 0" D".
Anmerkung. Die Wahrnehrnung, daß die Lösung der letzten
Aufgabe sich auffallend einfach gestaltet, wenn die von den gegebenen
Geraden gebildete Ifigur eine besondere Lage zu einer der Projektions-
ebenen hat, legt den Gedanken nahe, die Aufgabe im allgemeinen Falle
durch Einführung neuer Projektionsebenen zu lösen. Diese 'I'r a n s -
formation der Projektionsebenen ist überhaupt ein wichtiges Hilf's-
mittel zur Vereinfachung verwickelter Aufgaben.
1)a8 in Art. 11 und 12 dargelegte Verfahren für die :Ermittelung
neuer Projektionen einer Figur aus zwei vorhandenen geht von der
Annahme aus, daß jede neue Projektionsebene auf der vorhergehenden
senkrecht steht. Man kann daher durch Einführung einer neuen Pro-
jektionsebene TI3 stets erreichen, daß eine gegebene Gerade 9 zu ihr
par a 11e1 ist, indem man nämlich die TIa zu einer projizierenden :B~bene
von 9 parallel stellt. Dagegen bedarf es zweier neuen Projektions-
ebenen, wenn die Gerade g auf einer von ihnen senkrecht sein soll,
närnlich zunächst einer TI3 parallel zu einer projizierenden Ebene von
9 und darauf einer TI4 , die auf 9 (und daher auch auf TIs) senkrecht
steht. - Andererseits kann man unmittelbar eine TI3 einführen, senk-
recht zu einer gegebenen Ebene E, nämlich senkrecht zu einer ihrer
Spuren, und dann, wenn nötig, noch eine TI4~ die zu E parallel ist.
M ü 11er, Darstellende Geometrie. 2
o -.
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'Neigungswillkel einer Ebene gegen die Pr o j e k t i o n s obenen.
34. Fallinien einer Ebene sind die Geraden der 'Ehene: die auf
einer Spurlinie senkrecht stehen. Ist I' eine er s te Fallinie von E, so
ist I".l el • 1)1e ersten Fallinien haben unter allen Geraden der Ebene
die größte Neigung gegen die TI!; sie bestimmen daher den X ei gu ngs-
winkel der Ebene gegen TI}, Ei == L t 1". (Erste Tafelneigung ,
Horizontalneigung der Ebene.)
Grundaufgabe. Die Tafelneigungen Cl, c2 der Ebene
E (e! e2 ) zu bestimmen (Fig.3G). Eine Normalebene zu t?l schneidet
Fig. 36. TI1 in 0 Q.l et , TI2 in 0 R.l x und E in eIer Fall-
r 2 I linie QR.lel • Dann ist LOQR == Cl' und man
R erhält seine wahre Größe durch Umlegen des recht-
winkligen Dreiecks u 0 Ci entweder um Oll in TI2'
oder um 0 Q in TI}. - Ebenso ergibt sich c2 durch
x' einen Normalschnitt zu C2'
Da Cl und c2 komplementär sind zu den ent-
sprechenden Tafelneigungen einer auf E senk-
rechten Geraden, so folgt aus Art. 18, daß
Cl + c2 > 90° ist.
Ist E durch e1 und ei~en Punkt P gegeben, so findet man
L Cl mittels der Fallinie PJ.l e1(P' J.l el ) und durch Umlegung des
rechtwinkligen "N ei gun g s d r eie c k s" 1)jJ'J um l)'J in -TI1, oder
Fig.37. Fig. '37a. durch Drehung um ]JP', bis es
p" " TI2 wird. Von diesem Dreieck
? 0 p kennt man die Katheten P'J und
I~ PP' === r"r; (Fig. 37 u. 37a.
1/ : Bei der in schiefer Projektion ge-
I , zeichneten :Fig. 37a ergibt sich~*b?, P'J durch Umlegung der 11) in
J die Zeichenebene Tl2.)
Das Verhältnis PP': P'J
== iq s, heißt die Böschung der
Ebene· C wird darum auch als ihr
, 1
Bö s eh u TI 0' S w i TI k e l bezeichnet.
.. Häufig. bestimmt man eine Ebene durch ihre Spur e1 und ".den
Böschungswinkel cl; dann muß man aber hiuzuf'üzen in welchem binne
dieser Winkel mit TII gebildet wird. b ,
35. Sch~eidetman die Ebene E (mit der Grundrißspur Cl
und der Horlzontalnejgung C ) in der Höhe 1t über TII durch~'ig. ;38. ein e horizo1n tale Eben e in der Ha u ptli nie
/ ~ m I1 e1 , So ist der Abstand m' et di e zweite~ ~ Kathete eines rechtwinkligen Noigungs-
~ dreiecks, in dem die Kathete 1t d e m "Tinke1~ Cl gegen überliegt.el~ I 1 • Dies dient zur Lösung der Grundaufgabe:
" . DIe Schnittlinie g der Ebenen E(e1,ct) undep((l'~l) zu.. bestl.~men (Fig.38). Schneidet man beide Ebenen in
beliebiger Hohe huber 111 mit der horizontalen Hilfsebene L in den
IH
Hauptl inien m und n, so geht g durch den Punkt m X 1t und überdies
durch el X 11· - Bei der Ausführung der Konstruktion ist der Aufriß
entbehrlich.
Ist L Cl == L qJl' so haI biert g' den \Vinkel Cl t~.
36. Anwendungen. a) Den Durchschnitt zweier Gräben
von der 'I' i e fe t, d e n in TI1 li e gen den S 0 h I e n a " b und c 11 dun d
den Bö sch ungswinkeln qJ und 1/J zu kon s t r u ieren (Fig. Sn). Man
a
b
Fig. ß9.
d
b'
c
Fig.40.
d"bJII
B'
zeichne (nur im Grundriß) die Schnittlinien e , f 11 a, bund g, h 11 c,~d
der Böschungsflächen der Gräben mit der Ebene des Erdbodens usw.
b) Durchschnitt eines F~isenbahndammes mit einem
Fes tun g s wall (Fig, 40). Der Wall ist durch seinen Normalschnitt
CDEF gegeben; vom Damm kennt man die
Krone ab und den Böschungswinkel e. Unter
demselben Winkel soll der entstehende Ein-
schnitt abgeböscht werden. - Der Seitenriß
liefert die Schnittpunkte der Geraden a, lJ mit
den Seitenflächen des \\"alles. Man zeichne
ferner die Grundrißspuren der Damm-
böschungen und die Schnittlinien der ~~in­
schnittshöschungen mit der horizontalen
Ebene tl c. Daraus ergeben sich die Schnitt-
linien der vier Röschungsflächen mit den
Seiten flächen des Walles.
c) Über einem durch die Ebene
E(e1, s.) dargestellten abfallenden Ge-
lände soll in der Höhe h über der /
Bodenebene TII ein horizontaler Pl a tz ~ ~ ~
.ABCDuntel' d e m Wi n k el a abgeböscht
werden (Fig.41). Man ermittle zunächst die Schnittlinie 111 der hori-
zontalen Ehene ABC D mit E und ihre Schnittpunkte I!' und G mit A 11
und CD. Durch die Geraden }'A, A 1), ]) G sind. die Böschungsflächen I,
11, 111 der aufzuschüttenden Erdmasse, durch I?B, B C, C G die
Böschungsflächen IV ,V, VI des abzutragenden Geländes zu legen.
2*
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Drehung einer Ebene um eine Spur
oder um eine Hauptlinie.
38. Eine ebene Figur erscheint in senk-
rechter Projektion nur dann in wahrer Größe,
wenn sie zur betreffenden Projektionsebene
parallel liegt 1). Ist daher eine ebene Figur in beliebiger (schräger)
Lage in Grund- und Aufriß dargestellt, so findet man ihre wahre Größe,
indem Inan sie zu einer Projektionsebene parallel macht oder ganz in
diese umlegt. Die erste Lagenveränderung wird bewirkt durch Drehung
um eine zur betreffenden Projektionsebene parallele Hauptlinie, die
zweite durch Drehung um die entsprechende Spur.
Von diesen sechs Ebenen bestimme man nach dem Satze in Art. 35 die
Grundrißspuren S, t, U; v, w, e. Dann findet Inan sofort die Schnitt-
linien I xII, 11 X III, IV X V, V X VI, sowie die Schnittlinien von E mit
I, 111, IV und VI. Die Schnittlinie von 11 und E verbindet d ie Punkte
t )<' el und A D X m, und die drei Schnittlinien von 11, III und E treffen
sich in einem Punkte. Ebenso geht die Schnittlinie von \7 und E durch
die Punkte w X el und IJ C X m.
37. Grundaufgabe. Durch die Ge r a d e u eine Ebene zu
legen, die mit der TI! den Winkel a bildet (Fig.42). Sei Pein
Flg, 42. beliebiger Punkt von (J. All e E ben e n , die
durch P gehen und mit der TIl den Winkel
a bilden, sind die Berührungsebenen
eines geraden Kreiskegels mit der Achse
pp' und dem Basiswinkel a~ ihre Grundriß-
spuren berühren also den Grundkreis k dieses
"Böschungskegels". Der Radius r von k
ist die zweite Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks, in dem die Kathete F l-' =::: P' ]Jx
dem Winkel a gegenüberliegt. - Die Grund-
rißspur der gesuchten Ebene geht durch den
ersten Spurpunkt von g und berührt k,
An wend ung. Aufstieg auf einen Damm (Fig.43). I)er
Damm sei gegeben durch seine Projektion a' b'cd auf die Bodenebene TI1
und den Böschungswinkel u (Abstand a'c== Abstand b'cl). Senkrecht zur
Fig.43. Kronenkante a soll unter dem gegebenen
Neigungswinkel s der Weg ef aufgeschüttet~....-----L. und unter dem ·Winkel ß abgeböscht werden.
Man ermittle zunächst die Höhe h des~ Dammes, darauf die Spurpunkte E und rLL. der Wegkanten e und [. Die Grundrißspuren
der durch e und f gehenden Böschungsflächen
ergeben sich nach der vorigen Aufgabe mit
Hilfe von Böschungskegeln.
1) In s c 11 i e für Projektion erscheint die Pigur auch dann in wahrer G-röße,
wenn die projizierenden Strahlen auf einer der beiden Ebenen senkrecht
stehen, welche die Winkel zwischen Original- und Bildebene halbieren.
AJ,'I h"g"
~I p,g' A'
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Bei Darstellungen in s ch i e f e r Projektion auf die TI2 als Zeichen-
ebene dreht Inan naturgemäß um eine z we i t e Hauptlinie oder um dip
zweite Spur.
39. Grundaufgabe. Die durch ihre Npur e1 und den
Pun kt 1) bes tim In te Ebene E um Cl j n TII u m zulegen (vgl.
Fig. 37 und 37 a). Der Punkt P beschreibt einen Kreisbogen in einer
auf Cl senkrechten Ebene um den Fußpunkt J des Lotes von P auf e l.
Dann ist auch 1J ' J 1. Cl; P bewegt sich also in der Ebene ]J p' ~J und
gelangt nach Po auf der Geraden P' J, so daß PoJ == ]) J wird, d. h.
gleich der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks P P' J mit den be-
kannten Katheten jJI J und })1)' == 1)" Px •
Für die Umlegung einer ebenen Figur in eine Ebene gelten hier-
nach die Sätze: 1. Die lTmlegung jedes Punktes und seine
se TIk I' e ch t e Pro j e k t ion auf die E ben e li egen F.
. .. L t I) I h 19. 44.1 mm e r I n e i n em 0 e zur re 1 u n g s a c s e.
2. Der Abstand dieser Umlegung von der
)) I' e h u n g s ach sei s t die H y pot e n u see i n es I' e ch t-
winkligen Dreiecks, welches das vom Punkte
auf die Ehene gefällte Lot und den Ab s t a n d
seines lfußpunktes von der Drehungsachse zu :r
Kat h e t e n 11 a t.
Dazu kommt noch: 3. l)ie Umlegung jeder
Geraden geht durch den Schnittpunkt der Ge-
r a d e n In i t der D I' e h u n g sach se.
Anwendung. Die wahre Größe des Winkels
z weie r i m Pu n k t e P si ch sc h ne i den den Ge -
raden g und h und die Projektionen seiner Ha l h i e r u n g al i u i e
zu bestimmen (Fig.44). llan konstruiere von g und h die Spur-
punkte GI und H} und vom Dreieck P GI } I } seine Umlegung in Tl}.
Darauf halbiere Inan den Winkel G t Po11} usw,
B-'ig.45.
A"m,,- ... ~l- ---h "
g" .
,q'
11'
p"
I
I
m.' I
x
I
-:
40. Ist der Punkt P von der Spurlinie Gt B t der Ebene qh zu
weit entfernt so dreht man die Ebene besser um eine erste Haupt-
linie 'in, bis 'sie 11 TI} wird (Fig.45). Dabei ist rn" 11 x passend zu
wählen; daraus ergibt sich sofort m'.
/ I
/
/
..4 '------+-
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Dies führt zu der weiteren Grundaufgabe: Die durch die
horizontale Gerade m und den Punkt 1-1 b e s t i m m te .Ebene E
durch Drehung um m in horizon tale Lage zu bri n ~en (F'ig.46
und Skizze 46 a in schiefer Parallelprojektion). Ist ~ di e durch 'In
gehende Horizontalebene, Q ihr Schnittpunkt mit P r', J de~.. FU?pU~lkt
des Lotes von P auf m , so ist auch Q,]1./H, und man erhalt die Um-
legung P von P in r indem man J P von J aus auf Qt.T abträgt. Da
o 0 '. "cl (1 dri ßQ' mit P' zusammenfällt, so ist das Lot von P auf nt er xrun ri
von Q,T. Man ziehe also P' J'1.1n' und mache ,7'p~ gleich der Hypo-
. . K h P'J' 1 P" n"tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den . at eten unr ~ .
41. Be z i eh u n gen z w i s che n der G r öß e ein e s \V i n k e l s u n d
derGröße seiner senkrechten Projektion. Sei IJA () ein spitzer
F · 4~ Winkel und AC 11 TI! (Fig. iJ7). Zieht19. I. .. . 1 J' l'.f 1. A' C'
. B man l1C.lAC, so ist auch "50
(Art. 30). In den rechtwi nk ligen Drei-
ecken ]-3' A' C' und IJ A c sind die
Katheten A' (]' und .11 C einander gleich,
dagegen ist IJ' C' < 1-1 C, folglich auch
LA'<LA. u u. I~~in spitzer
,C
I Winkel, dessen einer Schenkel
~/----11-~y----"" zur Projektionsehene p a r a l l o l ist,A ' ~C,/' B" wird durch senkrechte l)rojektion
_ _ verkleinert.
Aus denselben Dreiecken ergibt
sich ferner, daß L B' > L- 1~ ist. In
Worten: Ein spi tzer Winkel, dessen ei n er Sch en k el ei n e F all-
linie seiner Ebene ist, wird durch senkrechte Projektion ver-
größert.
Wenn ein Winkel die durch seinen Scheitel gehende Hauptlinie
einschließt, die durch denselben Punkt gehende Fallinie aber ausschließt,
HO wird er durch senkrechte Projektion verkleinert. Schließt er um-
gekehrt die Fallinie ein, die Hauptlinie aber aus, so wird er vergrößert.
Schließt er heide Linien ein oder beide aus, so kann er verkleinert
oder vergrößert werden, oder ungeändert bleiben.
42. Mit der Aufgabe, den Winkel zweier Geraden zu bestimmen,
sind zugleich die folgenden Aufgaben gelöst:
a) Den Neigungswinkel u zu ermitteln, den die Ge r a d e 9
mi t der Ebene E bildet. Fällt man von einem beliebigen Punkte
von rJ auf E das Lotj, so ist u == 90 0 - L 9 I.
h) Den Neigungswinkel der Ebenen E (e1 e2) und Q> (f~ f~) zu
k.ollstruieren. Fällt man von einem beliebigen Punkte auf E und ep
die Lote 9 und h, so bilden diese den gesuchten Winkel.
Fig.48 enthält eine zweite Lösung dieser Aufsrabe darO'estellt
in schiefer Parallelprojektion auf die Zeichenebene TI2 ~ }Ia~ leg~ senk-
recht zur Schnittlinie G1 G2 von E und <P eine Ehene N· diese schneidet
E und <P in den Schenkeln des gesuchten Winkels'«. Ihre zweite
SpurIinie 'n2 ist 1. G~'G2 und kann im übrigen beliebig angenommen
werden. Bezeichnet man mit B, C und D bzw. die Schnittpunkte von
U2 mit e2 , /2 und G{' G2, mit A den noch Ullbekannten Schnittpunkt
von N und GI G2 , so ist L B A C == cc. Die Gerade D A ist die
Schnittlinie der Ebenen N und (';1 Gi' G2 ; sie ist die flöhenlinie im
Dreieck BAU, weil n2 auf der Ebene G1 G{' G2 senkrecht steht, und
zugleich das Lot von D auf G} G2 , weil N1. GI G2 ist. Man erhält
daher die wahre Länge von DA, indem man das rechtwinklige Dreieck
G}Gi'G2 um seine Kathete G~'G2 in Tl2 umlegt: Zieht Inan G~'G?1.(j'iG2
und == der wahren I-Jänge von GI G~', sowie DA01.GJoG2 , so ist
Pig.48.
x
T
.VA == ]JA 0. Jetzt ergibt sich die wahre Größe des Winkels a durch
Umlegung- des Dreiecks B AC um 1~ C in Tl2. Dabei fällt die Höhen-
linie DA in die Gerade G'; ()2; macht man auf dieser DA o ::=:- DAo, so
findet Inan cc == L B Ao C. (Die schiefe Projektion des Punktes A
liegt auf der Parallelen durch A 0 zu G} GJo.)
43. Fig.49 gibt in schiefer Parallelprojektion eine neue Lösung
der bereits in Art. 31 behandelten Aufgabe, die Entfernung des
Punktes 1J von der Ebene E (eI e2) zu bestimmen; dabei ist P
durch sein Bild und seinen Fig. 49.
Aufriß P" gegeben. '7on dem
Lot jJ Q, das man von P auf
E zu fällen hat, kann Inan bei
der ge,vählten Darstellungs-
weise zunächst nur den Auf-
riß zeichnen: dieser ist 1.e2
und trifft C2 'in II und x in S.
Die zugehörige zweite pro-
jizierende Ebene schneidet TI1
in S T1.x und E in II T, und
dann ist 1) Q das I~ot von J) auf TI
die Gerade H T. Um das Lot in 1
wahrer (lröße und darauf auch
in schiefer Projekt.ion zu zeichnen, lege man. seine zweite projizierende
Ebene in die TI um. Gelangen dadurch die Punkte P und T nach
Po und rr so l~'4t p" 1) 1.1)11 Sund === der wahren Länge von P" P.
.1.0, •. ° D.
Dann ist P Q 1.R '1
'
die wahre Größe der gesuchten Entfernung. re
schiefe Projek~ion d;s Fußpunktes Q ergibt sich durch Qo Q 11 r, T.
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Bei Anwendung senkrech ter Projektion kann man natür-lich an
Stelle der zweiten auch die erste projizierende Ebene des Lotes benutzen.
44. Auch die in Art. 32 erwähnte Aufgabe, d i e E n t fe rn u n g
des Punktes P von der Geraden 9 zu bestimmen, kann jetzt in
anderer Weise gelöst werden. In Fig.50 sind P und g neb~t ihrem
Grundriß P', g' in schiefer Projektion gegeben. Die gesuchte Entfernung
wird durch das Lot P Q von P auf .Q gemessen. Um nun den rechten
Winkel zwischen P Q und 9 in schiefer Projektion in wahrer (;röße
Fig.50.
x
S'g
zeichnen zu können, muß man die Ebene Pq vorher drehen, bis sie
!I TT2 wird. Diese Drehung erfolgt um eine zweite Hauptlinie, die man
zweckmäßig durch den Punkt P legt; zieht man F' 1t' I1 x bis q', 80 ist
PR das Bild der Drehungsachse. Bei der Drehung bleiben die Punkte
P und R fest, es ist also nur noch die neue Lage So eines beliebigen
Punktes S der Geraden 9 zu bestimmen. Bezeichnet man mit 11 den
Schnittpunkt des zweiten projizierenden Strahls von S mit der Ebene
P RB' P', mit J den Fußpunkt des Lotes von Tauf PR, so erhält
man So, indem man die Strecke J S, d. h, die Hypotenuse des recht-
winkligen Dreiecks S T J, dessen Katheten bekannt sind, von J aus
auf 1'J abträgt. Dann ist die Gerade R So die Umlegurig von g, mithin
liefert 1) Qo J.R So den gesuchten Abstand in wahrer Gr~ße.
45. Aufgabe. Die wahre G-röße des durch Grund- und
...Auf r i ß gegebenen Dreiecks ABC zu bestimmen (Fig.51). Man
Fig.51. drehe die Ebene ABC nicht um eine Spur, sondern
c: um eine Hauptlinie, die durch einen Eckpunkt des
~ Dreiecks gelegt wird, z, B. um die zweite Hauptlinie,r~B" n durch A, bis sie 11 TT2 wird. Die Umlegungen der
:1; Eckpunkte Bund C werden dann genau so gefunden,
~I C' wie die des Punktes S in der vorhergehenden Aufgabe., IA' 'B' 46. Grundaufgabe. Ein ebenes Vieleck
ABC ... ist durch die Spuren e1 , e2 seiner E heue
. E und seine erste Projektion A' B' C' ... ge-
geben; s e i n e zweite Projektion und seine wahre Größe zu
bes~ilnme~ (~~ig. 52). Erste Lösung: Man konstruiere zuerst die
zweiten PrOJektionen der Eckpunkte mit Hilfe von Hauptlinien (Art. 25),
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oder sogleich die zweiten Projektionen einzelner Seiten (Art. 23). Darauf
ergiht sich die wahre Größe des Vielecks durch Urnlegung der :Ebene
E, etwa um et in TIt • Hat man von einem Eckpunkt A (am zweck-
mäßigsten von demjenigen, der von el am weitesten entfernt ist) nach
Art. 39 dieUmlegung A o ermittelt , so geht A oB o nach dem Schnitt-
punkte von A' B' mit ct usw.
Eine zweite Lösung beruht auf der Einführung einer
neuen IJrojektionsebene TIa , die auf E und auf TII oder TI2
sen k re eh t s t e h t.
Nehmen wir die TIa z. B. .1. TI], also auch .let, und bestinunen sie
durch ihre Schnittlinie mit TIt , JI === 0 Q.let , so schneidet sie die TI2
in Oll.lx und die E in der Fallinie ea === QIl Le, (vgl. die Skizze 53
Fig.52.
-,
y
R
o
Fig.53.
···········.... ··....·~-x
in schiefer Parallelprojektion). Durch Umlegung der TIa in die TI1
gelangt das rechtwinklige Dreieck 0 QII nach 0 (-J llo, wobei 0 ll°.l 0 Q
und === Oll ist. Da E auf TTa senkrecht steht, so liegen die dritten
Proj ektio nen aller Pun kte der E auf ea, und zwar ist A' A'" .ly.
Dann ergibt sich A" nach Art. 11 aus der Bedingung: Abstand A".JJ
== Abstand A'''!J. Ferner ist nach Art. 39 A' Ao.le1 und Abstand
A o Cl == QA'''.
Fällt II oder BO in unerreichbare Entfernung, so findet Inan die
lTmlegung von eg, indem man von irgendeinem Punkte der E, z. I~. von
einern beliebigen Punkte S der Spur f2' die dritte Projektion ermittelt:
88'.1..1', S'::'''' .l:?I, Abstand S"'y === S8'.
Ebenso verfährt man, wenn E nicht durch el und e2' sondern
durch et und einen beliebigen Punkt P bestimmt ist.
L ea y ist gleich der ersten Tafelneigung der Ebene E.
Kennt man umgekehrt von dem Vieleck A 1J C . " seine Umlegung
AoBoCo... , so erhält man seinen Grund- und Aufriß durch Zurück-
d reh e n, indem man dieselben Konstruktionslinien in umgekehrter
Reihen.folge zeichnet.
47. Grundaufgabe. Von einem ebenen Vi eleck kennt
Ulan die erste Hauptlinie m und den ersten Neigungswinkel Cl
seiner Ebene E sowie die erste Projektion A~Bo C~ ... seiner
U m l e g u n g in die durch m gehende Horizontalebene L; die
Projektionen des Vielecks zu b e s t i m m e n (Fig.54). Eine dritte
Fig.54.
---m"
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Projektionsebene TI3 .lm schneidet die L in einer Ger~den y.l.nz (y~.ltn')
und die E in einer Fallinie fa, so daß L e3 Y == Cl Ist. WIrd die TI3
um y in L umgelegt, so erhält man den Grundriß e; der gedrehten :Fa~l­
linie, indem man" L Cl in ~' == 11,' Y s' In
gegebenem Sinne an y' anträgt. Macht man
auf c~ die Strecke Q' A"' == Abstand A~ n/,
. x so ergibt sich A' als Schnittpunkt der Lote
von Ao auf n/ und von A"' auf y', und es
ist Abstand A" In" == Abstand A'" y'.
48. Anwendungen. a) Zwei Ebenen
E und e:p sind durch ihre Grundriß-
spuren el und f1 und durch je einen
Punkt bzw. A und B gegeben. Es soll
der kürzeste Weg von A nach B ge-
funden werden, der in E von Abis e1 ,
dann in TII bis f~ und schließlich in e:p
bis B verläuft (Fig.55). Klappt man E und e:p in TII um, so ver-
wandelt sich jener kürzeste Weg in die Gerade A o Ho. Ihre Schnitt-
punkte E und F mit e1 und t, liefern die gesuchte gebrochene
Linie AEFB.
b) Dachausmittelung (Fig.56). In der Anfangsebene TI} des
Daches ist das Sechseck ABCD E F gegeben, in dem Bel \A F 11 x und
CD Il FE ist. Durch die sechs Seiten (Trauflinien) sollen Ebenen
Fig.55.
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gelegt werden, die sämtlich mit Tl1 den Winkel a bilden. Von den}
so entstehenden Wa.l m d a ch ist zunächst der Grundriß zu zeichnen.
Die durch Be und A]!' gehenden Dachflächen schneiden sich in
der Firstlinie GB, deren Grundriß von Be und AE"l gleichweit ent-
fernt ist. Je zwei benachbarte Dachflächen schneiden sich in einem
Grat (z. 13. AG) oder in einer Kehle (J?J), deren ers"te Projek-
tionen die Winkel zwischen den Trauflinien halbieren (vgl.
Art. 35, Schluß). Der Grundriß der Verfallung HJ halbiert den
Winkel zwischen A E l und cD.
Man ermittele ferner die wahren Größen der Dachflächen durch
llmlegung in Tl}, sowie den Aufriß des Daches: Die Abstände des
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Punktes G von A B und von TI1 ergeben sich als Hypotenuse und
zweite Kathete in einem Neigungsdreieck mit dem Lot von G-' auf AB
als Kathete und a als anliegendem Winkel,
Affinität z w i s ch e n einer ebenen F'i g u r und ihrer
Parall el projek ti 0 n.
49. Zwischen zwei ebenen Figuren, deren eine die senkrechte
oder schiefe Parallelprojektion der anderen ist, besteht eine geome-
trische Abhängigkeit (Ve r w a n d t.sc h af t], die als Affinität bezeichnet
wird : Jedem Punkte und jeder durch ihn gehenden Geraden der einen
Figur entspricht in der anderen bzw. ein Punkt und eine durch
diesen gehende Gerade; parallelen Geraden entsprechen wieder parallele
Geraden usf,
Projiziert man d ie in der Ebene E liegende Figur ARe... in
heliebiger Richtung auf die Ebene TI, und ist A' die Projektion von A,
Fig.57.
so geht das Bild der Geraden AB von A' nach ihrem Schnittpunkte S
mit der Spur e von E (Fig.57). Die besondere Lage, in der sich hier
die beiden affinen Figuren ABC ... und A'B'(;' ... befinden, heißt
perspektive Lage. Sie ist durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet:
1. Alle Verbindungslinien entsprechender IJunkte (Affinitäts-
strahlen) sind parallel; 2. alle Schnittpunkte entsprechender
Geraden liegen in einer (reraden, nämlich in der Spur e (Affi-
ni t ä t s a oh s e).
In Fig.57 verhält sich SA:SB == SA':SB'. Bringt Inan die
Ebene E durch Drehung um e in irgendeine neue I-Jage, so gilt die-
selbe Proportion; es ist also wieder A A' 11 B B', d. h. die affinen
Figuren ABC ... und A'BO' ... bleiben in perspektiver Lage.
Wird die Ebene E so weit gedreht, bis sie mit TI zusammenfällt, so
folgt: Die Parallel projek tio n und die IJ m l e gung ein er eben en
Figur in die Bildebene sind perspektiv affin mit der Spur-
linie der Originalebene als Affinitätsachse.
Sind demnach von einer ebenen Ifigur ABC ... die Spur-
linie e die lTlnleO'ung AoBoCo.. · und das Bild A' eines
, t"'l
Pu n k t e s A be k a n n t, so ist die Bi I d f i gur be s tim In t.
Im Falle senkrechter Projektion ist .L4oA' J.e und Abstand A' e
< Abstand A oe.
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50. Sei ABO ein in E liegendes Dreieck, das dur~h <1ie,!fal~p)t­
linie A D in die Dreiecke A D Bund A D 0 zerlegt wird (.b Ig. u~).
Zieht man L El.A V und bildet VOll der-
Fig. 58. so erhaltenen Figur die se 11kr e c h t e Pro-
jektion A' B' C' lJ' E' auf Tl, so ist, wenn
B s den Neigungswinkel der Ebene E gegen
E W'·· A TI bezeichnet, A'D' == AD, B' E l.A' JJ'
..lJ.'f:......... .... und = BE cos E , also Li A' ])' B' =
c ~ A' D' . b' E' === ~ A D . B E cos c ==
Tl AA DB cos s. Ebenso ist LJ A' v' C' -==
Li A D Ccos e, mithin auch LJ A' B' 0'
== LJABCcosc. Zwischen den Flächeninhalten}' und I?' einer
ebenen Figur und ihrer senkrechten Projektion und der Tafel-
neigung c besteht demnach überhaupt die Beziehung:
, F' === Fcos s.
51. Ein entsprechender Satz gilt auch im Falle sc h i e f er Parallel-
projektion. Ist nämlich ABO ein Dreieck der Ebene E, A' 11' C' seine
Projektion auf TI und .AoBoCo seine Umlegung in diese Ebeue , so
liegen die Schnittpunkte S, T, U von AoBo, 1~0 Co, Co A 0 rni t den ent-
sprechenden Seiten des Dreiecks A' B' C' auf der Spurlinie e (vgl.
Fig.57). Schneidet e die Affinitätsstrahlen AoA', BoB', GoG' bzw. in
2(, ~, ~, so folgt unmittelbar aus der Figur:
A'~ B'~ c«
Ao5ll - Bo5S - C~-~·
Dieses für alle Punkte der Ebene E konstante Verhältnis heißt
die Charakteristik ~ der zwischen den Ebenen E und TI bestehenden
Affinität.
Nun ist z, B.
LJ A' S U .f1' 2(
LiA-;;S·fj- - A
o21'
also ==~. Bedenkt man weiter, daß
LJ A' B'O' == LI A.' SU +LJ C'TT! - L1 B' S'}'
ist, so ergibt sich
LJA'B'O'
LIA~Bo Co = 8.
Das V,~rhältnis de.: Fläc~eninha1te von Bild- und Originalfigur ist dem,-
nach uherhaupt fur alle In E liegenden Figuren konstant, nämlich :=: ~.
. 52. Sind A' B' C' ... und A" B" 0" ' .. Grund- und Aufriß eines
eh?uen ·Viel~ck~, so liegen im Schnittpunkte von A' B' und A" B" die
beIde.li ProJektIonen des Punktes vereinigt, in dem AB die zweiteHalhlerungse~ene H2 schneidet (vgl. Art. 8 und Fig. 20). Das Ent-~pre~hende gIlt. vom Schnittpunkte von B' C' und B' 0" usf. Diese
Schmttpunkte hegen aber sämtlich in ein er Geraden, nämlich in den
zusammenfallenden Projektionen w' und to" der Schnittlinie u: der
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Ebenen ABC ... und H2• Daraus folgt: Grund- und Aufriß einer
.eb e n e n Figur sind perspektiv affin - aber selbstverständlich
-erst , wenn die Umlegung der vorderen TIl in die nntere TI bereits
vollzogen ist. 2
InA
Fig.59.
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111. Ebenflächige Gebilde.
Dar s tell u n gei n i ger Vi elf1ach e.
53. Aufgabe. Ein gerades Pr i s m a in Grund- und .A.ufriß
-da r s u s t e l l e n , wenn gegeben ist 1. der Eckpunkt .Lt(A',A");
2. von der Grundfläche Alle die durch A gehende erste Haupt-
linie m, der erste Neigungswinkel Cl und der Grundriß .1i' B~ C~
-de r Umlegung in die durch m gehende Horizontalebene; 3. die
Länge der Seitenkante AD (Fig.5!J). Man konstruiere zunächst
-die Projektionen der Grundfläche wie in Art. 47
mit Hilfe einer 113 ..Lnt. Da die Kante A.D 11 TT3
ist, so erscheint sie in dritter Projektion in &
wahrer Größe und senkrecht auf der dritten
Spur der Grundfläche. Dann ist J)' der
Schnittpunkt der Geraden A' D' ..L m' und
D'·' lJ' Iltn'; ferner ist Abstand D"m" == Ab-
stand D'" y'. I)ie Projektionen der Kanten
B 1~ und er sind # Li'D' bzw, A" D".
Wird der dargestellte Körper als un-
-durchsichtig vorausgesetzt, so enthält jeder
projizierende Strahl, der den Körper schneidet,
-einen sichtbaren und einen unsichtbaren
Punkt seiner 0 berfläche. Das windschiefe
Fünfeck B (;1 F D E, in dem die ersten pro-
jizierenden Strahlen den Körper streifen (ohne
ihn zu schneiden), heißt der erste wahre
U m r iß und sein Grundriß der erste schein-
bare U mriß des Körpers. Der erste wahre Umriß trennt den im
Grundriß sichtbaren Oberflächenteil vom unsichtbaren. - Die drei in
.A zusammenstoßenden Flächen sind im Grundriß unsichtbar, denn der
Aufriß zeigt, daß A auf dem unteren, im Grundriß unsichtbaren Ober-
flächenteile liegt. Um zu entscheiden, welche der beiden Kau ten ./11)
und EF im Grundriß sichtbar ist, könnte man aber auch wie in Art. 20
untersuchen, welcher Punkt dieser Kanten, dessen Grundriß mit dem
Schnittpunkte von A' D' und E' F' zusammenfällt, höher liegt als der
andere.
Für das Ausziehen der lfigur ist noch zu beachten: Der schein-
bare Umriß ist stets sichtbar. Die Bilder zweier sichtbaren oder zweier
unsichtbaren Kanten dürfen sich zwischen ihren Endpunkten niemals
schneiden. Die von einem nicht dem Umriß angehörenden Punkte aus-
.gehenden Kanten sind entweder sämtlich sichtbar oder sämtlich un-
.sichtbar, je nachdem der Punkt sichtbar oder unsichtbar ist.
54. A u f g a b e. Ei n Tetraeder zu kons truieren aus der in
n l liegenden Grundfläche ABC und den Längen a; b, c der
·drei Seitenkanten All, BD, CD (Fig.60). Zeichnet man in TI}
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a
b
Fig.60.
die Dreiecke ABDo und BCDo als Umlegungen der Fläohen ~41Jl)
und B CD so ergibt sich 1/ als Schnittpunkt der Lote von ])0 auf A'B
und von DO auf B C. Schneidet Ii.D' die Gerade A U in J, so ist
D" D.~., d. h. der erste Tafelabstand von D, gleich
der zweiten Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
mit der Kathete JD' und der Hypotenuse JDo,
oder auch eines rechtwinkligen Dreiecks mit der
Kathete AD' und der Hypotenuse a.
x-------
B'4:
B
55. Aufgabe. Ein regelmäßiges Zwölf-
fl ach dar z u s tell e n, des s e n ein e :F I ä c he
C Al A2 A3A4A6 in TIt liegt (Fig.61). Die übrigen
Eckpunkte des Körpers befinden sich zu je fünf
in drei horizontalen Ebenen und bilden in ihnen
drei regelmäßige Fünfecke, die wir in der Heihen-
folge von unten nach oben mit It 1 ••• 1J5 , Ct •• , ern
D I .•. D 5 bezeichnen. Dabei soll BI denjenigen der Punkte B bedeuten,
der mit Al durch eine Kante verbunden ist. Die Punkte ../t und D,
sowie die Punkte Bund C liegen paarweise auf 10 Geraden, die sich
im Mittelpunkte M des Körpers halbieren; solche Ciegenecken sollen
immer denselben Index erhalten. Die Punkte A und die ersten 1>1'0-
[ektionen der Punkte ]) bilden zu-
sarnmen die Ecken eines regelmäßigen
Zehnecks , und ebenso sind die Punkte
B' und C' die Ecken eines zweiten
regelmäßigen Zehnecks, das mit dem
ersten parallel und konzentrisch ist.
Wir bezeichnen die Radien der um-
geschriebenen Kreise für das erste und
zweite Zehneck bzw. mit r 1 und r2, die
Seite des ersten mit s.C'
I) Betrachten wir die Grundfläche
Al · . · A5 als gegeben, so ist zur Be-
stimmung des Grundrisses des Körpers
0' ein Eckpunkt des zweiten Zehnecks,
, z.B. B~, erforderlich. Drehen wir nun
• • '1 .. das Fünfeck A1B1 C4B2A2 um A tA2 ,
?\s e.s rmt de~ Grundfläche zusammenfällt, so gelangt BInach A5 ;
BI begt Iolglich auf dem Lote von A auf A A und ebenso ist
A B' 1. A T 5 1 . 2'
•• 2 1 1 A5• - Noch genauer erhalten wir B~ durch folgende
Uberl~g~ng: Di.e vier Punk~e B!, D;, A5, C~ liegen auf einer Paral1~le~
zu lU D4 und die Punkte BI, D.4, A 2 , C6auf einer Parallelen zu lU 1)3-
Das V.ier~ck 1J1' n;f; ,1J~ ~st folglich ein Rhombus, also ist u;Bi ::::='1'
und ?Ie St,re~ke lU n; WIrd von D~D~ senkrecht halbiert. ]"erner ist
AlhD3klll.M C2d, r.: B~A1D~ rv L1 B;lJl' C2, mithin .d B;.L11 Ds gleich-
sc en tg un I Bi == s. Hieraus folgt noch r
2
== r
t
+ S.
UnI den Aufriß zu konstruieren, brauchen wir nur noch die Ent-
fe:nu~gen der ~ullkte Bund C von TII zu bestimmen. Bezeichnen;;r SIe bz,~. mit hund i, so ist der erste Tafelabstand der Punkte
== h + t. - Da die Bildstrecken .A5 C~ und Ac> B~ auf ~15 .1:13 senk-
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recht stehen, so sind nach Art. 30 auch die Originalstrecken ..:1 5 C2 und
...4.5 BI senkrecht auf A 5.11s. ""ViI' schließen hieraus allgemein, daß von
den sechs Diagonalen der Seitenflächen, die von einer Ecke ausgehen,
je zwei aufeinander senkrecht sind, die durch eine Diagonale getrennt
werden. Daher steht auch AuC2 l. AsB1 , und da heide Strecken ein-
ander gleich sind, so ist L1 AsBI ]J~~: L1 ()2 As C2, folglich B11~~ == .A sCl
und O2 C~ == AGB~. Nun ist aber As C~ == lJ;Bi === r1 und A5B{
=== AG JJ; + D~ B~ == s + r1 == r2, mithin ergibt sich h === r t und i == r2 •
Man konstruiere von dem dargestellten Zwölfflach auch die sc h i e f e
Projektion auf die TI2•
Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene und m i t einer
Geraden.
s"
e1
~-'ig. 62.
56. 1Jm den Schnitt eines Vielflachs mit einer Ebene zu kon-
struieren, kann Inan durch wiederholte Anwendung des in Art. 28 ent-
wickelten Verfahrens die Schnittpunkte seiner Kanten mit der Ebene
errnitteln; dabei kommen aber nur solche Schnittpunkte in Betracht,
die sich innerhalb der begrenzten Flächen befinden. Hierdurch erhält
man alle Eckpunkte der gesuchten Schnittfigur, und dann hat man
schließlich die Punkte, die in derselben Fläche liegen, zu verbinden
(Kan ten verfahren).
Besonders einfach gestaltet sich die Lösung, wenn die schneidende
Ebene auf einer der Projektionstafeln senkrecht steht; dann ist nämlich
die betreffende Projektion der Ebene, also auch der Schnittfigur , eine
Gerade, und damit sind die Schnittpunkte
der überhaupt in Frage kommenden
Kanten unmittelbar gegeben. Deshalb
empfiehlt sich im allgemeinen Fall die Ei n-
führung einer neuen Projektions-
ebene, senkrecht zur schneidenden
Ebene und zu einer der alten Tafeln,
d. h. senkrecht zu einer Spur der ge-
gebenen Ebene (vgl. 1\rt.4G).
Aufgab e. Den Sc h ni t t d e r E ben e
E(e! "2) mit einer Pyramide zu kon-
struieren, deren Gru,ndfläche ABC...
in TI] 1ie gt (Fig.62). Wir ermitteln die
Schnittfigur Al B1 Cl . .. mit Hilfe einer
Seitenrißebene TIsl. e], ziehen also yl. Cl
und zeichnen in der Umlogung in TI! die
dritte Spur es von E (Art. 46) sowie den . . .
Seitenriß der Pyramide. Von der Spitze S ergIbt sich nach Art. 11 die
dritte Projektion S"' mittels S' SII'l.y und SyS'" == s.s: Dann
schneidet l! die Gerade S'" A'" im Punkte At, und diesem entsprechen
s , d .A"auf 6'A und S"A" die Punkte Al UD 1·
Die Grundkante .441J und die Seite AlB! der Schnittfigur
t r e ff e n si chau f Cl' denn die drei Schnittlinien der drei Ebenen
SAB, TII und E gehen durch einen Punkt.
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Die wahre Größe der Schnittfigur wird durch Umlegung in TI1
gefunden (Art. 46).
Um das Netz der Pyramide zu konstruieren, ermittelt Inan zu-
nächst die wahren Längen der Seitenkanten, z, 13. der Kante SA als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten S'A und
S" S; (oder 8'" Sy)' Dann zeichnet man das Dreieck S A 11 aus seinen
drei Seiten, heftet an SB das Dreieck SB C usw, Man kann aber auch
jede Seitenfläche einzeln ·um ihre Grundkante in TI I umlegen (Art. 39).
Die Konstruktion des Netzes der abgestumpften Pyramide er-
fordert noch die Bestimmung der wahren Längen der Kantenabschnitte
AAl, BBI ••• Nun verhalten sieb nach Art. 1 die Abschnitte auf der
wahren Länge einer Kante wie die entsprechenden Abschnitte auf einer
ihrer Projektionen; hatte Inan also vorher die wahre Länge von S A
durch Abtragen der Strecke S' A auf x ermittelt, so findet man auf ihr
die Länge VOn .A Al mittels einer Parallelen zu » durch den Punkt
A~'. Noch genauer bestimmt man die Kantenabscbnitte mittels des
Seitenrisses: Macht man auf y die Strecke SyAo == S' A und zieht
At AI O I' y bis S'" Ao, so ist AAl::::::: AoA1 0 '
Kontrolle: Die Strecke .AlB1 des Netzes muß gleich sein der
entsprechenden Seite der umgelegten Schnittfigur.
57. Aufgabe. Von einem schiefen Prisma mit der in Tli
liegenden Grundfläche .A I B1 Cl· . · und der Deckfläch e A2 J~"2 ()2' ..
das Netz zu k o n s t r u i eren (Fig. 63). Die Seitenflächen sind l)arallelo-
Fig.63. gramrne , deren wahre Größe aus je zwei
Seiten und einer Diagonale oder durch
Umlegung inITI leicht gefunden wird
(vgl. Art. 19 und 39). Noch vorteilhafter
ist in der Regel die Anwendung eines
Normal schni ttes: Schneiden wir das
Prisma senkrecht zu den Seitenkanten mit
x A~ I B I 1 /», einer Ebene N, so erhalten wir ein Vieleck
I ..... / .A aB3 C3 ••• , dessen Seiten auf den KantenA. ··.11
..~r.C'l senkrecht stehen; dieser Schnitt ver-
Y <, <, I••... / W a nd el t sie h da her bei m A b w i c k e l n
<, ,,
1)/ / I in ein e Ger ade.
........ x
<, -. Die Ausführung der Konstruktion ge-
""" staltet sich in folgender \V eise: Wir ziehen
'" die Spur n1 von N .LAI A;, am zweck-
fl'. h mäßigsten durch eine Ecke der Grund-
ac e , etwa durch Cl' und zeichnen den Seitenriß auf eine TI J.nlm~~te)s y 11 AiA;. A1A;" und A;At .ly, Abstand A~' y = Ab:tand
A2 x ~sw. Die Spur ng von N geht durch den Schnittpunkt C;" von
~1 ~l1t y, und. zwar 1.Ai" A~'; sie bestimmt auf den dritten Pro-
jektiorien der Seltenkanten die Punkte A'" B'" W' . t I fdi h G" 3, 3· " Ir errnit e n erner.~e wa re roß~ des Normalschnitts durch Umlegung in TI
1
; dabei
fallt Aa nach A3 auf Al A; und es ist Abst dA" - A'" C'" _
Nach diesen Vorbereitungen' ziehen WI'r e' abn l· b.:
i n1G- d· 3 }1 'Ab
.kIl e e ie 1ge era e a s -~c .1oU;~ des N~ma~schn.ittes und machen auf ihr die Strecke As».
- s a usw, adle Seltenkanten zu Tls parallel sind, so erscheinen
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sie im Seitenriß in wahrer Größe; im Netz ist also .1t3 A11.l A 3 B~)
und == A~" A~".
Kontrolle: Die im Netz und im Grundriß mit A IIJ} bezeichneten
Strecken In üssen einander gleich sein.
__________ ;J;
g'
g"
elf
I
C1
1)"
58. Zur Ermittelung des ebenen Schnittes eines Vielflachs kann
außer den bisher entwickelten Methoden, die stets zum Ziele führen,
in gewissen Fällen auch ein Flächenverfahren benutzt werden, das
unmittelbar die Schnittlinien der Fig. 64.
Flächen des Körpers mit der Ebene,
also statt der Ecken sofort die Sei te n
der Schni ttfigur liefert.
Aufgabe. Den Schnitt der
E ben e E (e1 C2 ) In i t ein em s chi e f e n
Prisma zu konstruieren, dessen
Grundfläche Al B 1 Cl ... in Tl1
liegt (Fig. (4). Die Deckfläche --+--+--+--+--------+- .r
A 2 B 2 C2 ••• befindet sich in einer A;':
horizontalen Ebene L, und diese
schneidet E in einer Hauptlinie
m 11 el • Dann kennt man z. It von der
Schnittlinie der Ebenen Al BI B 2 A2
und E zwei Punkte, nämlich in Tl I
den Punkt V == .Al BI X Cl und in
~ den Punkt W == A 2B2 X 1ft.; die
Gerade V W liefert daher eine Seite
A 3 B3 der Schnittfigur.
Ebenso findet man den ebenen Schnitt einer auf der Tl I stehenden
Pyramide mit Hilfe einer horizontalen Ebene L, die man zweckmäßig
durch die Spitze S legt: Die erweiterte Pig. H5.
Seitenfläche S ABschneidet L in einer
Parallelen zu AB, und diese trifft die
Hauptlinie In wie vorhin in einem Punkte W
der Schnittlinie der Ebenen E und SAB.
59. Um die Schnittpunkte einer G e-
raden mit einem Vielflach zu bestimmen,
legt Inan durch die Gerade eine Hilfs-
ebene und ermittelt ihren Schnitt mit
dem Vielflach, sowie die Schnittpunkte
der Geraden mit dieser Schnittfigur. Die
Hilfsebene ist naturgemäß so zu wählen,
daß ihr Schnitt mit dem Vielflach mög-
liebst leicht konstruiert werden kann; am
geeignetsten sind daher in der Regel die l'
projizierenden Ebenen der Geraden. B'
Aufgab e, Die S ch n i t t Punk te P, Q . "
der Geraden g mit dem Tetraeder AB CD zu e r m i tteln (~lg. 65).
Die erste projizierende Ebene von 9 schneidet das Tetraeder In dem
M ü 11er, Darstellende Geometrie. 3
34
Viereck 1 2 3 4 dessen (irnndriß bekannt ist, so daß sein .,Aufriß ~ofol't
, . " .ff 1" ')" e, lJ " '..) " t"· ,)"konstruiert werden kann. DIe Gerade 9 tri t #iwJ In ~".. III (; .
Der Punkt 1) Iiezt daher in der Fläche AB (J und Q in der }~Hiche 11CD.
Der außerhalb des 'fetraeders liegende Teil von g ist im .A ufriß von P
an sichtbar, im Grundriß dagegen nicht, weil die Fläche AB (] zwa r in}
Aufriß, aber nicht im Grundriß gesehen wird.
In Fig. 65 ist die Gerade B" D" nahezu senkr~cht auf :: um in
diesem Falle den Punkt 4" möglichst genau zu bestimmen, ZIehe man
im Dreieck ABD die Hilfslinie 4JIlBA bis AD, also 4:'J' I1 B'A'~ und
ermittle pI" 4".
Noch einfacher gestaltet sich iIn vorliegenden Falle die Lösung
mittels der z w ei t en projizierenden Ebene von g, weil diese das 'I'etraeder
nur in einem Dreieck schneidet.
Durchdringung z we i er Vielflache.
60. Zwei Vielflache durchschneiden sich entweder in einein oder
in mehreren (windschiefen oder ebenen) Vielecken. Irn ersten 'Falle
sagt man, sie d r i n gen in ein an der ein (s ch n eid e n Hich ge gen -
seitig an), im zweiten spricht man VOn einer vollständigen l Iu r ch-
dringung (Durchbohrung) des einen Vielflachs durch das andere.
Um die Durchdringungsfigur zu konstruieren, bestimmt man in
der Regel zunächst ihre Ecken als die Schnittpunkte der unverlängerten
Kanten des einen Vielflachs mit den unerweiterten Flächen des anderen
und verbindet dann immer zwei Eckpunkte miteinander, die in jederll
Vielflach derselben Fläche angehören (Kantenverfahren). In ge\vissen
Fällen findet man aber auch unmittelbar die Sei ten der gesuchten
Figur als die Schnittlinien der Flächen des einen Vielflachs mit den
Flächen des anderen (Flächen verfahren).
Beim Kantenverfahren legt man durch die einzelnen Kanten ge-
eignete Hilfsebenen und ermittelt für jede solche Ehene ihren Schnitt
mit dem anderen Vielflach und hierauf die Punkte, in denen die be-
treffende Kante das so erhaltene Vieleck schneidet (Art. 59). Als Hilfs-
ebenen dienen im allgemeinen die projizierenden Ebenen der Kanten
(vgl. jedoch Art. (2).
. 61. Aufgab e. Die Du r chd r in gu n g de s Tetraed e 1'S AB CD
IDI t dem dreisei tigen Pri sma EFYJ HJK zu k o n s t r u i eren (Fig. 66).
Wir lösen die Aufgabe nach dem Kantenverfahren mittels projizierender
Ebenen durch die einzelnen Kanten (Art. 59). Um z. B. die Schnitt-
punkte der Tetraederkante AB mit dem Prisrna zu bestimmen benutzen
wir die zweite projizierende Ebene von AB. Diese schneidet die Prisma-
k~ntenEH, F J, GK bzw. in den Punkten 1,2, B (1" ==:: A" B" )/ E" 11").
D.le Strecke A' B' hat mit den Seiten 2' 3' und 3' l' des Dreiecks l' 2' 3'
die Punkte L' und M' gemein; die Kante AB durchstößt also die
Prismaflächen FGKJund GEHK in L Und J1. - In derselben Weise
v~r~a~ren wir der Reihe nach mit allen letraeder- und Prismakanten,
d.IeJenlgen ausgenommen, bei denen die Figur ohne weiteres zeigt, daß
SIe ganz außerhalb des anderen Vielflachs liegen.
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Wir haben schließlich unter den gefundenen Schnittpunkten immer
je zwei, die auf derselben Tetraederfläche und zugleich auf derselben
Prismafläche liegen, zu einer Seite der Schnittfigur zu verbinden. Dazu
bedienen wir uns zweckmäßig einer 'I' ab el l e, in der wir neben jedem
~chnittpunkte die Flächen ein tragen, in denen er sich befindet:
.... _p_u:~e .. J_~risma~ächenJ_Tetr~ed~l'~~he~
Ll--11:;K.T--I-~;~A~;;-
M I GEHK I ABC, ABD
UBW.
----------------,1;
H"
K'
J"
F'ig. 66.
C'
F"
pi
Bei diesem Verfahren kann es sich ereignen, daß die projizierende
Ebene, die wir durch eine bestimmte Kante (z. B. F J) legen, das andere
Vielflach in einem Vieleck schneidet, das von der Kante gar nicht ge-
troffen wird; dann zeigt sich
erst hierdurch, daß die be-
trachtete Kante überhaupt
keinen Eckpunkt der Durch-
dringungsfigur enthält. Um
solche erfolglose Versuche von
vornherein zu vermeiden,
können wir, nachdem für
eine Kante, etwa AB, wie
vorhin die Schnittpunkte L
und lJ1 bestimmt sind, in fol-
gender Weise vorgehen. Da
der Punkt lJ1 in der Prisma-
fläche GEHK und in der
'I'etraederfläche ABO liegt, so
beginnt in ihm die Schnitt-
linie dieser Flächen, und wir
finden sie, indem wir noch
eine Kante der einen Fläche
mit der anderen zum Schnitt
bringen. Benutzen wir hierzu
z. B. die Kante EH und kon-
struieren nach Art. 28 ihren
Schnittpunkt W mit der Ebene
ABC, so ergibt sich lJ1 Wals
Schnittlinie beider Flächen.
Diese gehört aber der Durch-
dringungsfigur nur so weit an,
als sie sich innerhalb des Drei-
ecks ABC befindet also bis zu ihrem Schnittpunkte S mit der Kante
B C. Da B C auch i~ Dreieck B CD liegt, so beginnt in S die Schnittlinie
dieser Fläche mit GEHK, von der wir wieder einen zweiten Punkt
ermitteln, usw. Auf diese Weise erhalten wir die Eckpunkte der Durch-
3*
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dringungsfigur sofort in der richtigen Reihenfolge, so daß die Anlegung
einer Tabelle überflüssig wird. ..
Die Projektion einer Seite der Durchdringungs~g~r I~t ~ls SI:htbar
auszuziehen, wenn bei d e Flächen, deren Schnittlinie SIe 1St, In der
betreffenden Projektion gesehen werden. ... .
Kontrollen: Die beiden Schnittlinien einer Flache des einen
Vielflachs mit zwei in einer Kante zusammenhängenden Flächen des
anderen treffen sich immer auf dieser Kante.
62. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Pyramiden,
so können wir die Konstruktion nach dem Kantenverfahren dadurch
vereinfachen daß wir an Stelle der bisher benutzten projizierenden
Ebenen zwe~kmäßiger gewählte Hilfsebenen verwenden. Bei einer
}1"ig.67.
E
E
Pyramide werden nämlich die einfachsten Schnitte durch solche Ebenen
erzeugt, die durch die Spitze gehen, denn diese schneiden die Mantel-
fläche in Geraden aus der Spitze. Um daher die Schn ittpunkte der
Kanten der einen Pyramide mit der anderen zu konstruieren, legen wir
durch jede Kante eine Hilfsebene , die zugleich die Spitze der anderen
Pyramide enthält, d. h. wir benutzen Hilfsebenen durch die Ver-
bindungslinie beider Spitzen.
Sind Sund T die Spitzen der beiden Pyramiden, ABC D und
E F G bzw. die zugehörigen Grundflächen in den Ebenen E und Q>, so
bestimmen wir zunächst die Schnittlinie m dieser Ebenen, sowie die
Schnittpunkte Q und R der Geraden ST mit E und 4> (Fig. (7). Dann
erhalten wir z. B. die Schnittpunkte Al und A
2
der Kante SA mit der
anderen Pyramide, indem wir durch SA und STeine Hilfsebene legen.D,ie~e, ~chneidet E in QA, m in ~ (auf QA), 4> in «n, das Drei~ck
E} G in ~I und ~2 (auf ~R), also den Mantel der zweiten PyramIde
in den Geraden 2(111 und \ff 2 T die auf S A die Punkte A und A2 be-• , 1
stImmen: Haben wir in derselben Weise alle übrigen Eckpunkte der
Durchdrmgungsfigur gefunden, so erkennen wir ihre Reihenfolge ohne
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Benutzung einer Tabelle, indem wir von A und m1 aus beide Grund-
fläch-en derartig umfahren, daß die in ihnen gleichzeitig erreichten
Punkte immer in derselben Hilfsebene liegen.
Rückt der Punkt T in unendliche Entfernung, so verwandelt sich
die zugehörige Pyramide in ein Prisma. Dann bleibt die vorige Kon-
struktion ungeändert, nur werden die Geraden S 11, ~ll T, ~21~ ... parallel
zu den Seitenkanten des Prismas.
Nach ganz demselben Verfahren ermitteln wir endlich auch die
Durchdringung zweier Prismen, indem wir durch die Seitenkanten
jedes Prismas Hilfsebenen legen parallel zu denen des anderen (vgl. Art. 24,
Schluß). Alle diese Ebenen schneiden E und <P in parallelen Geraden.
r
I
M
I I
Pig.68.
63. Aufgabe. Die Durchdringung eines Prismas mit einer
Pyramide zu konstruieren, wenn die zugehörigen Grund-
flächen A Ben und KLlJl in TI} liegen (Fig. (8). Erste Lösung
(Kan ten verfahren): Nach Art. 62
ziehen wir durch die Spitze S der
Pyramide eine Parallele zu den Seiten-
kanten des Prismas bis zu ihrem
Schnittpunkte Cl mit TIt • Um dann die
Schnittpunkte Al und A 2 der durch A
gehenden Prismakante mit der Pyramide
zu ermitteln, legen wir durch diese
Kante und durch SQ eine Hilfsebene;
ihre Grundrißspur QAschneidet ]{L
in ~1' ]"M in ~2 usw.
Die Netze der beiden Körper wer- D"t
den wie in Art. 56 und 57 konstruiert.
Um den Eckpunkt At der Durch-
dringungsfigur im Netz der Pyramide
anzugeben, übertragen wir zunächst
den Punkt %(1' ziehen dann die Ge-
rade sm l und machen auf ihr ~1 Al
gleich der wahren Länge dieser Strecke. ])
Zweite Lösung (Flächenver-
fahren, vgl. Art. 58): Eine horizontale
Ebene durch S schneidet das Prisma
in einern Viereck E F G H, das zu
ABC D parallel und kongruent ist, und die erweiterten Seitenflächen
der Pyramide in drei durch S gehenden Geraden P 111(L, q 11 LlJr,
r \I lU1(. Um z. B. die Schnittlinie der Flächen ABl?E und Sl(I~ zu
ermitteln, bestimmen wir die Punkte T = AB X K I~ und II === EF >~ p;
dann ist TU die gesuchte Schnittlinie, die aber als Seite der Durch-
dringungsfigur nur so weit in Betracht kommt, als sie innerhalb der
begrenzten Seitenflächen liegt, also von ihrem Schnittpunkte Al mit
A E bis K 1 auf S]i. In At wird sich die Schnittlinie der Flächen
ADHE und SKL anschließen usw,
Soll die Seite Al /(1 der Durchdringungsfigur in das Netz der
Pyramide eingetragen werden, so benutzen wir wieder die Punkte T
auf l(L und U auf p, ziehen also im Netz S U 11 KI~ und == S' U'.
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Schattenkonstruktio nen.
64. Um die Anschaulichkeit der Abbildung zu erhöhen, denken
wir uns die dargestellten Objekte aus einem endlichen oder unendlich
fernen Punkte L beleuchtet. Während in bezug auf LaIs Projektions-
zentrum die Oberfläche jedes undurchsichtigen Körpers in einen sicht-
baren und einen unsichtbaren Teil zerfällt, die durch den wahren ITmriß
getrennt werden, unterscheiden wir für L als Lichtquelle diese beiden
Oberflächenteile als den beleuchteten und den im Eigen- oder Selbst-
schatten befindlichen 'I'eil und bezeichnen ihre Trennungslinie, in
deren Punkten die Lichtstrahlen die Oberfläche streifen (oder be-
rühren), als Eigen- oder Selbstschattengrenze (Lich tgrenze).
Die streifenden Lichtstrahlen umschließen hinter dem Körper seinen
Schattenraum. Jede Oberfläche, die in diesen Raum hineinreicht,
empfängt vom Körper einen Schlagschatten, dessen Grenzlinie von
jenen streifenden Lichtstrahlen ausgeschnitten wird. Die Sc h Ia g-
schattengrenze ist also die Projektion der Eigenschattengrenze aus
L und geometrisch dasselbe, wie der scheinbare Umriß des Körpers für
Lais Projektionszentrum.
Wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, werden wir
im folgenden immer voraussetzen, der Punkt L sei unendlich fern.
Wir wählen ferner die parallelen Lichtstrahlen immer so, daß sie von
links oben und vorn nach rechts unten und hinten gerichtet sind, und
zwar zumeist parallel zur Diagonale eines Würfels, dessen Fläohen zu
den Projektionsebenen parallel oder senkrecht sind. Diese namentlich
in technischen Zeichnungen bevorzugte Lichtrichtung, deren Projektionen
gegen X unter 45° geneigt sind, soll kurz als "Richtung der Würfel-
diagonale " bezeichnet werden.
i 65. Aufgabe. Bei gegebener Lichtrichtung 1(l', 1") den
Schlagschatten zu bestimmen, den der Punktp(p', P") auf
eine der Projektionsebenen wirft. Der Schlagschatten von P auf
~'ig. 69. TI1 oder TT2 ist der erste oder zweite Spurpunkt des
A" durch P gehenden Lichtstrahis (Art. 17); wir be-
-, \' zeichnen ihn fortan mit »; oder mit r; Da die Pro-
f """, I .. . jektionsebenen als unbegrenzt und undur.. chsichtig
11"~ v?rau~ge~etzt werden, so werfen zufolge der Annahme,
I . ,,/'< die WIr In Art. 64 über die Lichtrichtung gemacht
;" ... ' ,\a"ban, nur die im ersten Quadranten liegenden Punkte
I / ~,~ten, und ..zwa~· ent~eder au~ die + TI! oder auf
( di~~ TT2• Fur LIcht In der RIchtung der Würfel-
A' "J diagonale ist r, r; 11 x.
B'h 66. Aufgabe. Den Schlagschatten der
l' Strecke AB auf die Projektionsebenen zu kon-
struieren. Man ermittle von den Endpunkten .A
und B den Schatten Ah und Bh auf TI!. Liegt, wie in Fig.69, A h ober-
halb, B h ~nterhalb x und schneidet A h Bh x in C. so ist der Schatten
von AB die gebrochene Linie AvCB
h
• '
Ist AB 11 rr., so wird AhBh# AB. Steht AB1.TI!, so ist AhBh 11 1' .
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67. I.lm zu entscheiden, ob von einer ebenen lfigur, etwa dem in
}1"ig. 70 dargestellten Dreieck ABC, im Grundriß die beleuchtete oder
die im Eigenschatten befindliche Seite geseben wird, schneiden wir die
Figur mit einer ~~bene 1 die zur ersten projizierenden Ebene des Licht-
strahls 1 parallel ist, in einer Geraden D E (D' E' 111'). Dagegen zeigt
der Aufriß, daß im vorliegenden Falle die in der
Hilfsebene verlaufenden ersten projizierenden Strah-
len und die in ihr liegenden Liehtstrahlen ent-
gegengesetzte Seiten von D E treffen; deinnach ist
die im Grundriß sichtbare Seite der Ebene AB C
nicht beleuchtet.
Da die Dreiecke A' B' C' und A" B" 0" ent-
gegengesetzten Sinnes sind, so sieht Inan im Aufriß
die beleuchtete Seite der Ebene (vgl. Art. 21).
I)er Grundriß einer ebenen Figur und ihr x
Schatten auf die TI1 sind perspektiv affin mit der
Grundrißspur der Ebene der Figur als Affinitäts-
achse.
_________- x
B'
D'
Fig.71.
<r E"
~~",','
"Ei;- ..
A'" '-"'" F"
0"
68. Auf ga b e, lIe n SchI agschatten de s
I}rislnas ABODE]? auf die Projektions-
ebenen, sowie seinen ~~igenschatten zu b e s t i m m e n CFig.71).
Wir konstruieren zunächst den vollständigen Schlagschatten des Prismas
auf die Tl], so wie er sich gestalten würde, wenn die TT2 durchsichtig
wäre. Haben wir von den durch A,
B, C, D gezogenen Lichtstrahlen die
ersten Spurpunkte A h • • • ermittelt, so
ergeben sich Eh und l!\ sofort aus der
Bemerkung,daG Bh,Eh und ChFh#AhDh
sind. Denken wir uns nun die Schatten
aller :B~ckpunkte verbunden, die auf dem
Prisma selbst durch Kanten verbunden
sind, so erhalten wir als Schlagschatten-
grenze das Fünfeck AhChBhEhDh, das
alle ührigen Verbindungslinien ein-
schließt, und diesem entspricht auf
dem Prisma die Eigenschattengrenze
AOB1EIJ. Daß übrigens die Punkte C
und D der :B~igenschattengrenze an- /
gehören, ist ohne weiteres klar, weil in
C' und D' der erste scheinbare Umriß r
von je einer Parallelen zu l' gestreift
wird , und das Entsprechende gilt im
Aufriß von A und E. - Da der
Kantenzug A CB EI) A die beleuchteten
Prismaflächen von den im Eigenschatten
befindlichen trennt, so ergibt sich aus
der Anschauung , daß nur die Flächen AB 0 und .llBI1JD beleuchtet
sind. Davon überzeugen wir uns auch, indem wir das Prisma mit
einer Hilfsebene schneiden, die zur ersten projizierenden Ebene von 7
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parallel ist. Die so erhaltene Schnittfigur })Q R S wird - wie der
Aufriß zeigt - von den durch Q und S gehenden Lichtstrahlen ge-
streift, und die in ABO und ABp.JD liegenden Seiten SI) und jJQ
sind dem Lichte zugewendet. Oder: Der durch den Schnittpunkt von
AhBi, und Ch}h gehende Lichtstrahl trifft zuerst die Kante A Bund
dann die Kante Cli', folglich liegt AB im beleuchteten 'feile der Ober-
fläche des Körpers und CF) im Eigenschatten.
Die Punkte D und E werfen ihren Schatten in Wirklichkeit nicht
nach Dh und Eh, sondern nach D; und E v; die Schlagschattengrenze
des Prismas tritt also in den Schnittpunkten 1J1. und N von Ah Dh
und BhEh mit X auf die Ebene TI2 über. Die Figuren 1J1 DhEhN und
MDvEvN sind perspektiv affin mit x als Affinitätsachse.
69. Um den Schlagschatten einer Figur auf eine andere
Figur zu bestimmen, können wir zwei verschiedene \'~ege einschlagen:
J. Wir bestimmen unmittelbar die Schnittpunkte der von den
Schatten werfenden Punkten ausgehenden Lichtstrahlen mit den Schatten
Fig. 72. Fig.73.
A"
N'
.1:'
J,
empfangenden Flächen t A d . . .
.1 R . .. un er nwen ung geeignetor Hilfsebenen , IU( er egel mittels pro 0'. d Eb '
. · jizieren er euen durch die einzelnen Licht-
strahlen (d i r ek t as ~erfahren, vgl. Art. 59).
, 0 a) Shcha ~ t.en e i n er ach t sei t i gen p r i sm a ti s ch e n P1a t t e auf
e i n sec sseItIges Prism (F' 7'» DO .
P . b t ht 0 a Ig. W 0 ie Elgenschatteng.renze desrrsmas es e WIe man d Grundri
k t C0 d aus em run riß erkennt aus den Seiten-an en un FF d O d P ,00 d cl h 1, Je er latte aus den Seitenkanten K K 1 und
d ISuhn en alben Achtecken K J 11 G 0 und K L 1J1 N 0 Umen c atten der K t Jll. 1 I 1 1 1·
trui besti an e auf die verHkale Fläche B ce B zu kon-
s ruieren , esbmmt man d S h . 1 1
Lichtstrahlss mit dieser F ~n c nlt~punkt J* des durch ~J gebenden
.[H, dessen Lichtstrahl di~ache, SOWIe de~ Schatten des Punktes von
mit dem Schatten des P k Kante B B~ trIfft,. oder man verbindet .T*
UD tes H auf die erweIterte Fläche,
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Fig.74.
T'i----------i 1T1
H' G'Ie:, Z'I [
l!.I" 1-"
1" A" B"~-- 1"''' F"~ ;"HK "
t 'r-- ...IK" L
IN" r
h) Schatten einer Pyramide auf ein Prisma (Fig.73). Die
Grundfläche A J: 0 J) der Pyramide und die Prismakanten 1;;pJ1 und
,TJ} liegen in TI1; die Grundfläche des Prismas steht auf den Seiten-
kanten senkrecht und ist durch ihre lJmlegung p.JP"o (';o}loJ in Tl} ge-
geben, es ist also Abstand F" x == 1?' p1o. Man bestimme zunächst den
Schatten ]!h der Spitze lJ1 der Pyramide auf Tl}. Dann schneiden die
Grenzlinien lJ1hB und ]!hD des von der Pyramde auf Tl i geworfenen
Schattens die Kante }1,,' EI in zwei Punkten T und TJ; in ihnen beginnt
der Schatten, den die Fläche 1;;]?]1} EI des Prismas von der Pyramide
empfängt. Nun ermittle man die Schnittpunkte M}, lJJ2 • • • des durch
1J1 gehenden Lichtstrahle mit den Seitenflächen des Prismas: Seine
erste projizierende Ebene schneidet das Prisma in einem Fünfeck
1 2 3 4 5, und die Gerade ][".1l1 h trifft die 'Terlängerungen von 1" 2",
2" 3" ... bzw. in M~', jtl~ ... Dann gehen die Grenzen des auf die
Fläche E }'F} E] fallenden Schattens von l' und Tl nach M}; sie
schneiden die Kante IT}~ in zwei Punkten V und ~ die mit ]12 ver-
bunden den Schatten auf die folgende Fläche liefern usw. Da die
Schnittfigur 1 2 345 von dem durch 4
gehenden Lichtstrahl - wie der Aufriß
zeigt - gestreift wird, so gehört die Kante
H 11} zur Eigenschattengrenze des Pris-
mas; die Fläche 1J,f,T}]l} empfängt also
keinen Schlagschatten.
Der auf das Prisma fallende Schatten
könnte auch mit Hilfe eines Seitenrisses :c ---!---------
konstruiert werden, wobei man die Ebene
TT3 zu den Seitenflächen senkrecht
zu stellen hätte. Benutzt man der Ein-
fachheit wegen die Grundfläche als TI3
und ermittelt die dritte Projektion des
Lichtstrahls .ZU ]J!!h, so schneidet lJ1 '" lJIh"
die Verlängerung von EFo im Punkte
M{" usw. - Dieses Verfahren empfiehlt /
sich besonders, wenn man von mehr als I'
einem Punkte den Schatten auf das Prisma
konstruieren muß.
c) Schatten eines Schornsteins auf ein Du ch (Fig. 7"1). Der
Schornstein besteht aus einem rechtwinkligen Parallelepiped mit der
Deckfläche AB OD und einem Gesims zwischen den horizontalen l~echt­
ecken E]\Gll und Jl(1~111. Sein Schnitt N01JQ mit der vorderen
Dachfläche ergibt sich mittels des Seitenrisses auf eine TI3 , die auf dem
First T U, im vorliegenden Falle also auf X senkrecht steht und in die
TT2 umgelegt wird. - Die Eigenschattengrenze wird durch den Kantenzug
OB CD Q und das Sechseck F GH l11 ~TK gebildet. Der Schatten, den
die Vertikale 0 B auf die vordere Dachfläche wirft, beginnt in O. Sein
Grundriß geht durch B' 1\1' und bestimmt seinen Schnittpunkt V mit
der Geraden T'U: hieraus ergibt sich im Aufriß die Gerade 0" V". -
Zur Konstruktion des Schattens, den das Dach von der Eigenschatteu-
grenze des Gesimses erhält, benutzt man den Seitenriß (vgl. die Be-
merkung am Schluß der vorhergehenden .Aufgabe. Bei Licht in der
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Richtung der Würfeldiagonale bildet das umgelegte 1'" mit x einen
Winkel von 45°). Die Kante F G wirft Schatten auf beide Dachflächen ;
sein Schnittpunkt mit dem First wird aus dem Aufriß gefunden, der
zu Z" parallel ist. Der Schatten der Kante GH auf die hintere Dach-
fläche ist # GH. Den parallelen Kanten F G und lJ1.J entsprechen
parallele Schatten. - Die Kanten MJ und JK werfen auch Schatten
auf die beleuchteten Schornsteinflächen. Endlich empfängt das Rechteck
EF GH noch Schatten vom oberen Teile des Schornsteins. Die zu-
gehörigen Schattengrenzen ergeben sich unmittelbar aus Grund- und
Aufriß.
70. II. Sind a und b zwei gerade (oder krumme) Linien im
Raume, ah und bh ihre Schatten auf irgend eine Ebene, etwa auf die TII ,
und treffen sich ah und bh in einem Punkte Pi; so ist dieser der Schatten
sowohl eines Punktes von a als auch eines
Punktes von b, d. h. der durch jJh rück-
wärts gezogene Lichtstrahl schneidet beide
Linien. 'I'rifft er zuerst a in 1), hierauf
b in Q, so empfängt a in P Schlagschatten
vom Punkte Q auf h.
Um hiernach in Fig. 75 den Schatten
des D re i e ck s ABC auf das 11 B c h te ck
FG HJ zu konstruieren, ermitteln wir zu-
nächst den Schlagschatten heider :Figuren
I auf die TII • Dabei fällt der Schatten AlL
F' von.A. in das Parallelogramln Fh Gh IJ/ltfh,
mithin wirft der Punkt A seinen Schatten
A* auf die Rechtecksfläche. Wir finden
ihn mittels der Punkte Rh und Bh , in
denen HhtJh und F h GIt die Gerade AhB
und deren v'"erlällgerung schneiden: Die
ersten Projektionen der durch diese Punkte
gehenden Lichtstrahlen treffen 11'J' und
'L""" G'· I)' d S' .
.1..' In t un ; dann ist R S der Schatten den das Rechteck VOll
der verlänge~ten Geraden AB erhält, und der durch A gehende Licht-
strahl schneidet RB in A* (indirektes Verfahren. Me t h o d e d e s
Zurückprojizierens). '
E.benso konstruieren wir den Schatten, den das Vielflach A VOll
dem Vlelfl~ch B empfängt, aus dem Schatten beider Körper auf die TI}:
Da nu.r .dle .beleuchteten Flächen von A Schatten erhalten und da die
Grenzhnle diesss Schatt d E· h ' ..h
.. ens von er igenso attengrenze von B herrn rt,
so suchen WIr In Tl d· S h itt kt d S itd S 1 ie c ni pun e er chattengrenze von B mi
en cha.~t~n der Kanten, die die beleuchteten Flächen von A beereuzen.
und prOJIZIeren die g f d P k. . o.
b
e un enen un te In der LIchtrichtung auf die
etreffenden Kanten von A.
IV. Der Kreis.
71. Über ebene Kur · 11 . k
. K .. ven i m a gemeInen. Liesren alle Pun te
einer urve In einer Ebe h ißt . 0
R k bezei ne, so ei SIe eben anderenfalls wird sie alsa u m urve eaeichnst, '
4 '~)a
Unter der 'I'a n g e n te der ebenen Kurve k im Punkte P versteht
man bekanntlich die Grenzlage , die die Verbindungslinie von P mit
einem anderen Kurvenpunkte erreicht, wenn dieser sich dem Punkte P
auf k unbegrenzt nähert; man sagt daher, die 'I'angente sei die Ver-
bindungslinie zweier une n d I ich nah e n Kurvenpunkte. -- An gewissen
singulären Stellen kann die Tangente mit der Kurve mehr als zwei un-
endlich nahe Punkte gemein haben. Ist ihre Anzahl == a - oder
überhaupt ungerade - so wird die Kurve von der 'I'angente im J3erüh-
rungspunkte durchschnitten, und dann bezeichnen wir diesen als Ln-
flexions- oder \Vendepunkt. Liegen dagegen auf der 'I'angente vier
unendlich nahe Kurvenpunkte - oder eine noch höhere gerade Zahl
solcher Punkte - so bleibt die Tangente auf derselben Seite der Kurve;
in diesem Falle sprechen wir von einem Undulations- oder Flach-
punkt.
Das im Punkte P zur Tangente errichtete Lot heißt die Normale
der Kurve k in P. - Durch P und einen zweiten Punkt (J von lc läßt
sich ein Kreis beschreiben, der lc in P berührt; sein }Ii ttelpunkt liegt
auf der Normale von P. Rückt der Punkt Q immer näher an P heran,
bis er schließlich mit P zusammenfällt, so wird der betrachtete Kreis
zum Krümmungskreis der Kurve k in P. Wir können ihn auch
definieren als den Kreis durch drei unendlich nahe Kurvenpunkte und
seinen Mittelpunkt als den Schnittpunkt zweier unendlich nahen N01"-
malen. Der Krümmungskreis durchschneidet die Kurve in P, falls er
nicht ausnahmsweise vier, oder überhaupt eine gerade Anzahl von
Punkten mit der Kurve in P gemein hat. - Alle Normalen von k um-
hüllen eine zweite Kurve, nämlich den Ort der Krümmungsmittelpunkte
der ersten; wir bezeichnen sie als die Evolute von k,
Wir entlehnen der analytischen Geometrie die folgenden Definitionen
und Lehrsätze : Jede ebene Kurve ist darstellbar durch eine Gleichung
f (~, \)) == 0
zwischen den rechtwinkligen Koordinaten ~, ~ ihrer sämtlichen Punkte.
Ist f (~,~) eine ganze rationale Funktion von ~ und ~, so nennt Inan die
Kurve algebraisch, und zwar von der n t e n Ordnung, wenn die
höchste Summe der Exponenten von ~. und ~ in einem Gliede == n ist.
Nichtalgebraische Kurven heißen transzendent. - Genügen komplexe
Werte von ~ und ~ der Kurvengleichung , so sagt Inan, sie bestimmen
einen imaginären Kurvenpunkt. Werden solche geometriHch nicht
existierende Punkte mitgerechnet, so gilt der Satz: Eine ebene Kurve
n t e r Ordnung wird von jeder Geraden ihrer Ebene in n Punkten
ge s ch ni t t e n. Dabei sind aber alle Punkte, in denen wegen der be-
sonderen Lage der Geraden zwei sonst getrennte Schnittpunkte in einen
zusammenfallen - Berührungspunkte der Geraden, Doppelpunkte der
Kurve - doppelt zu zählen. - In der Funktionentheorie wird um-
gekehrt bewiesen: Eine ebene Kurve, die von jeder Geraden
ihrer Ebene in n - reellen oder imaginären - Punkten ge-
schnitten wird, ist eine algebraische Kurve n t e r (Jr du un g. Es
ist jedoch wohl zu beachten, daß bei der Bestimmung der Anzahl der
Schnittpunkte nur das Entstehungsgesetz der Kurve und nicht der bloße
Augenschein maßgebend ist. Aus der Gestalt allein läßt sich nicht.
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einmal erkennen, ob eine gezeichnet vorliegende Kurve algebraisch oder
transzendent ist.
'12. Ist ·lc irgend eine Kurve in der Ebene E, k' ihre schiefe oder
senkrechte Projektion auf die Bildebene TI, e die Spur von E, so sind k
und k' zwei perspektiv affine Figuren mit e als Affinitätsachse
(Art. 49). Dabei entspricht der Tangente in einem Punkte P
von k die Tangente im Punkte p' von k', denn beide Geraden sind
die Verbindungslinien entsprechender Paare von unendlich nahen Punkten
auf kund k'.
Den Schnittpunkten von k mit einer in E liegenden Geraden g
sind der Reihe nach die Schnittpunkte von k' mit der Bildgeraden g'
zugeordnet; daraus folgt: Die Parallelprojektion einer ebenen
Kurve n t e r Ordnung ist wieder von der n t e n Ordnung. - Der-
selbe Satz gilt offenbar auch für Zentralprojektion.
73. Ist die Kurve k ein Kreis, so entsteht als Bildkurve k' eine
im Endlichen geschlossene Kurve zweiter Ordnung; die I) a r a l I el-
projektion eines Kreises ist also eine Ellipse. Sie verwandelt
sich in einen mit k kongruenten Kreis, wenn E 1I Tl ist, oder wenn die
Fig. 76. projizierenden Strahlen auf einer
~ Halbierungsebene der von E mit Tl
gebildeten Winkel senkrecht stehen 1),
--7 B ' und sie geht über in eine doppelt
/ zählen deStreck e, die dem Durch-
messer von k gleich ist, wenn die
projizierenden Strahlen zu E par-
allel sind.
In Fig. 76 ist die Umlegung ko
von k um die Spurlinie e in die
Zeichenebene Tl gegeben, sowie vom
~Iittelpunkte lJ1 die Projektion lJ1'.D~n~ erhält man. die Bildellipse k' als die perspektive affine Figur zu ko
WIe In Art. 49, Indem man zu einer Reihe von Durchmessern AoBo,
Co D? · .. vo~ ko ~ie entsprechenden Strecken A'B', C' D' ... konstruiert;
dabei schneiden sich A oBo und A' B' auf der Affinitätsachse e und die
Geraden .A oA' und u,B' sind 11 Mo M'. Hiernach ist lJl' cl:r }Iittel-
punkt von A'B', c ir ... , d.h.: Die Projektion des Kreismittel ..
punktes ist der Mittelpunkt der Bildellipse· jedem Kreis-
durchmesser entspricht als Bild ein Ellipsend~rchmesser.
Stehen die Kreisdurchmesser AoBo und C D aufeinander senk-
recht so ist jeder von jh 11 I 0 0 • d
' . n 1 nen para e zu den Tangenten In den En -
punkten .des anderen, und jeder halbiert die Sehnen, die zum anderenparall~l sind; dasselbe gilt also auch von den Durchmessern A' B' und C' J)'
:on .k . So~ch.e Durchmesser einer Ellipse nennt man ein a nd e I' k 0 n-
JKugl.ert, mithin ergibt sich der Satz: Zwei aufeinander senkrechten
r e i sdurchmessern e t h . .. .
d h n sprec en z wer k o n ju g i s r t a Ellipsen-urc messer.
1) Vgl. Anmerkung zu Art. 38.
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Die konjugierten Durchmesser A' B' und C' D' bilden nur dann
einen rechten Winkel, wenn die Punkte V und vl~ in denen sie sich mit
AoBo und Co Do auf der Geraden e schneiden, mit 1110 und M' auf
einem Kreise liegen, der seinen Mittelpunkt auf e hat. In diesem Falle
heißen A' B' und 0' D' die Ach sen der Ellipse k', Wir gelangen somit
zur Lösung der folgenden Grundaufgabe: Vom Kreise k ist die
Spur e seiner Ebene, seine Umlegung ko in die Zeichenebene TI
und von seinem Mittelpunkte 1J1 das Bild 111.' gegeben; die
Achsen der Bildellipse Je' zu konstruieren. Man bestimme den
Schnittpunkt 0 von e mit der Mittelsenkrechten von Mo111', beschreibe
um 0 mit dem Radius 01J10 einen Kreis, der e in V und W schneidet,
und ziehe in Iro nach V und W die Durchmesser AoBo und CoDo. Die
durch ihre Endpunkte gehenden Parallelen zu 1110 M' bestimmen auf
M' V und .1U' W die Achsenendpunkte A', B' und C', D'.
Auf dem Hilfskreise um 0 befindet sich auch der Punkt M*, der
in bezug auf e zu lJlo symmetrisch liegt. Dann ist V der Mittelpunkt
des Bogens lJIo M*; ist also 0 unerreichbar, so erhält man M' V als
Halbierungslinie des Winkels Mo lJl' M *.
Bei senkrechter Projektion ist bekanntlich ]{01J1' .l e und Abstand
M'e< Abstand lJloe. Dann werden alle Durchmesser von ko durch
Projektion verkürzt, mit Ausnahme des zu e parallelen Durchmessers
AoBo; diesem entspricht also der größte Durchmesser der Ellipse, d. h.
ihre große Achse A' B' # Ao Ho·
74. Sind von einer Ellipse , die wir jetzt lieber mit k statt mit k'
bezeichnen wollen, zwei konjugierte Durchmesser AB und CD gegeben,
und beschreiben wir über einem von ihnen, z. B. F· 77
über AB, um den llittelpunkt 1J1 von k den Kreis 19~ •
k0' so können wir k als die perspektiv affine Kurve Po" - T~ -- "-
zu ko betrachten mit A B als Affinitätsachse (Fig. 77). / i "> I' C" \k o
Dabei entspricht dem Ellipsendurchmesser CD der (I/PI \
auf AB senkrechte Kreisdurchmesser Co Do ; die A <2 I B
Affinitätsstrahlen sind also 11 Cu O. Hieraus ergibt', /
sich die folgende Konstruktion der Ellipse k '-,!!_-,,//
aus den konjugierten Durchmessern AB
und CD: Man fälle von einem beliebigen Punkte Po von ko auf AB
das Lot PoQ und ziehe QPI11J1C und PoPl1 CoC; dann ist 1) ein
Punkt von k, denn der zu "'0 gehörenden Geraden Po Q entspricht in
der affinen Figur die Gerade 1)C/~
Die F~llipsentangente in J) geht durch den Schnittpunkt der Kreis-
tangente in Po mit der Affinitätsachse A B.
Ist von einer Ellipse ein Durchmesser AB, die Richtung des kon-
jugierten Durchmessers und ein Punkt P gegeben, so findet man die
Länge des konjugierten Halbmessers Me mit Hilfe des Dreiecks PoQP
und des ihm ähnlichen und parallel liegenden Dreiecks 00 M C.
75. Die affine Beziehung zwischen der Ellipse k und dem
Kreise ko liefert ein bequemes Mittel, um eine Reihe von Kon-
struktionsaufgaben über die Ellipse durch Zurückfübrung
auf dieselbe Aufgabe am Kreise zu l ö s e n. Wird z.B. verlangt,
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an die durch zwei konjugierte Durchmesser AB und Cl) ge-
0' eben e a be r n ich t ge z e ich 11eteE 11iP8 e kau sei n em bel i eb i gell
o , k .Punkte R der Ebene Tangenten zu ziehen, 80 onstruiere man
zu R den in der Kreisfigur entsprechenden Punkt R o (1f S 11 C111 bis
AB, SBo 1. AB, REo 11000) , lege aus n, an den Kreis ko Tangenten
und verbinde R mit den Punkten, in denen jene die Affinitätsachse AB
schneiden.
Um an dieselbe Ellipse Tangenten von gegebener Richtung
zu legen, ziehe man in dieser Richtung die Gerade C TJ bis AB und an
den Kreis ko Tangenten 11 00 u.
Ebenso findet man die Schnittpunkte einer Ge r a d e n .Q m i t
der nicht gezeichneten Ellipse mit Hilfe der entsprechenden
Sekante 90 des Kreises ko: Zieht man durch den Schnittpunkt T von g
mit MO die Gerade T i; 11 000 bis M 00 , so geht go durch '1~ und
durch den Schnittpunkt von 9 mit AB usw,
76. Konstruktion einer Ellipse aus ihren Achsen AB == 2a
und CD = 2 b (Fig.78). Die Ellipse k ist wieder perspektiv affin zu
dem Kreise, der AB zum Durchmesser hat; wir bezeichnen ihn gegen-
wärtig mit kl . Dem Punkte 0 von k entspricht der Schnittpunkt ()t
von k l mit der verlängerten llalbachse .Jl C;
einem beliebigen Punkte Pt von kt ist also nach
Art. 74 der Punkt P von k zu geord net , der die
auf AB senkrechte Strecke Pt Q in demselben
Verhältnis teilt, wie 0 die Strecke Cl lJI. Be-
schreiben wir daher um M mit dem Radius lU C
den Kreis k2 , der M P, in P2 schneidet, so er-
halten wir P als Schnittpunkt von 1\ Q mit der
Parallelen durch P2 zu .A. B.
Verlängern wir M Pt Uln P1 Pa == b, so ist
P r; die Normale der Ellipse k in P. Denn
die Tangente von Tc in P geht durch den Schnittpunkt V von AB mit
der Tangente von kt in Pt; dann folgt aus der Ähnlichkeit der Drei-
ecke Pt P P2 und VPI M, daß auch die Dreiecke P P2 Pa und P Pt V ein-
ander ähnlich sind, mithin ist L PaP P2 = L VP Pt, also L V P Pa === 900•
Sind Rund S die Schnittpunkte von AB und CD mit der
P~rallele durch ]J zu M PI' so ist 1)II == b, PS=- -a. Gleitet daher
die Strecke R S = a - b mit den Punkten Rund S auf den Achsen
~B u~d OD, so beschreibt der auf ihrer Verlängerung liegende Punkt Pd~e EllIpse. .: Machen wir ferner auf A B die Strecke QT == R Q und
ZIehen TP bIS U auf OD, so wird PU == a, PT == b; die Ellipse
entsteht also auch als Bahnkurve von P, wenn die Endpunkte der
Strec.ke TU = a +b sich bzw. auf AB und CD bewegen (Papier-
streIfenkonstruktionen der Ellipse).
Hieraus folgt .beiläufig: Kennen wir von einer Ellipse die eine Achse
AB = 2 a und emen beliebigen Punkt P, so finden wir die Länge b
der anderen Halbachse . d . p.. . 1
. ..' In em WIr um mit a einen Kreisbogen ie-s~hrelben. TrIfft dieser die nicht gegebene Achse in S und schneiden
SIch PS und AB in R, so ist PR = b.
mithin ist
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77• Um die Ellipse lc möglichst genau zu zeichnen, ermitteln wir
noch i.hre Scheitelkrümmungskreise. Sei P* der Punkt von k, der
zu 1) In bezug auf AB symmetrisch liegt, " der Kreis durch P und P*,
der k in B berührt, und W sein zweiter Schnittpunkt mit der Achse
AB; dann ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BPW
PQ2 == BQ. QW
und aus dem Dreieck B PI A
Pt Q2 == BQ. QA,
PQ2 QW
Pt Q2 ==. -Q-:i.f .
Nun verhält sich
b
a
folglich ist
QW b2
Q-A a~
Lassen wir Q immer näher an B heranrücken, bis schließlich Q, 1) und
P* mit B zusammenfallen, so verwandelt sich" in den Krümmungskreis
der Ellipse in ihrem Scheitel B; dieser ausgezeichnete Krümmungskreis
hat also mit der Ellipse in B nicht nur drei, sondern vier unendlich
nahe Punkte gemein (vgl. Art. 71). Bezeichnen wir seinen Radius mit (JI,
so wird beim Grenzübergang QW === 2 QI' QA == 2 a, und dann folgt
aus der letzten Gleichung
b2
QI === Ci·
Denselben Wert hat der Krümmungsradius in A, und für die Krüm-
mungsradien der Scheitel C und D ergibt sich durch Vertauschung von
a und b der Ausdruck
a2
(>2 :=:: b ·
Zeichnen wir daher in Fig. 78 das Rechteck BlJICE, so trifft das Lot
von E auf B 0 die Achsen AB und CD bzw. in den Krümmungsmittel-
punkten der Scheitel Bund C.
78. Kon struktion der Ach sen einer Elli pse au seinem
Paa r konjugierter Durchmesser. Wir bezeichnen wieder mit M
den Mittelpunkt, mit AB und CD die Achsen einer Ellipse k, mit k1
und k2 die Kreise über den Durchmessern AB und CD (Fig. 79). In kt
ziehen wir irgend zwei aufeinander senkrechte Radien M EI und M GI'
schneidet, sie mit k2 in E 2 und (}2 und bestimmen nach Art. 76 zu EI
und G t die entsprechenden Ellipsenpunkte E und G mittels EI EJ.A B,
E 2E I1 AB usw, Dann sind lJIE und MG zwei konjugierte Halbmesser
von k, und es ist L1EI E E 2 ~ LI G2 G GI. Drehen wir L1M G] G um
M, bis GI mit E], also G2 mit E 2 zusammenfällt, so gelangt MG nach
M J J.M G. In dem Rechteck EI E E 2 J halbieren sich die Diagonalen
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in 0; sind also 8 und T die Schnittpunkte von EJ- mit A B ~nd CD,
so ist 08 = OT == OM und MEt == JS == MA, SOWIe ME2
== JT -= MO.
Kennen wir daher umgekehrt von der Ellipse lc die konjugierten
Durchmesser E Fund G [I, 80 finden wir die Achsen in folgender Weise:
Wir ziehen MJ J: MG und beschreiben um den Mittelpunkt 0 von EJ
Fig.79.
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mit 0 M einen Kreisbogen, der EJ in Sund T schneidet. Dann gehen
die Achsen AB und CD bzw. durch Sund T, und zwar ist 1J1. A == J S
und lJ1 C == J T.
Eine zweite Lösung derselben Aufgabe ergibt sich aus Fig.80,
in der E Fund GH wie vorher ein Paar konjugierte Durchmesser der
Ellipse k bezeichnen. Ziehen wir in E die Tangente e 11 G 11 und senk-
recht dazu die Gerade E Mo == M G, und beschreiben wir um JJlo den
Kreis ko durch E, so ist k perspektiv affin zu ko mit e als Affinitäts-
achse und JYl Mo als Richtung der Affinitätsstrahlen. Dann erhalten
Fig. 81. wir die Achsen von k wie bei der in Art. 73 be-
handelten Grundaufgabe mittels des Kreises, der
durch JJlo und M geht und seinen Mittelpunkt
~ auf e hat.
r
79. Aufgabe. Einen Kreis k in Grund-
x und Aufriß darzustellen, wenn gegeben
ist die erste Spurlinie e1 seiner Ebene E,
der ~li ttelpunkt M durch 11.1', lU" und der
Radius r (Fig.81). Der Grundriß von k ist
eine Ellipse k' mit dem Mittelpunkt lJ1'. Alle
Durchmesser von k erscheinen im Grundriß ver-
kürzt, mit Ausnahme des zu e1 parallelen Durch-
. . . messers AB, der in wahrer Größe abgebildet
wird, ZIehen WIr also durch M' die Gerade A' B' 11 c und machen
M' 1-'. == llJ.: B' === r , so ist A' B' die große Achse vo~ r. Die zu-
gehörige kleine Achse ist der Grundriß des auf A 1J senkrechten Kreis-
durchmessers (;D. Dieser geht durch den Fußpunkt J des Lotes von
::' auf eto Durch Umlegung des rechtwinkligen Dreiecks 111 M' J in
1 gelangt M nach Mo auf M' A'; dabei ist M' Mo = Abstand M" z.
4H
Q JUli
O.1ll'
p'
p"
Q"
]1-'ig.82.
g"
9'
Machen wir auf J Mo die Strecke MoCo === r, so ist C' der Fußpunkt
des Lotes von Co auf JM'.
Als Aufriß erhalten wir eine Ellipse k" mit dem Mittelpunkte M".
Ihre große Achse ist die Projektion des zu 112 parallelen Kreisdurch-
messers EF und === 2 r. Ziehen wir M' Nil X bis Cl und NN" .Lz,
so liegen E" und F" auf lJl" N". Von der
Ellipse k" kennen wir ferner den Punkt A"
auf der Parallelen durch M" zu X; wir finden
daher die kleine Halbachse nach der Schluß-
bemerkung in Art. 76. N'C(
Der Schlagschatten von kauf TIt ist
eine Ellipse kh , die den Schatten M h von M
zum Mittelpunkt hat. Bilden wir von k die
Umlegung in Tlt , so finden wir die Achsen
von kh nach der Grundaufgabe in Art. 73.
80. Anwendung.. Konstruktion
eines sogenannten Winkelriemell-
trie b s. Soll über zwei kreisförmige Scheiben I
mit windschiefen Achsen ein geschlossener I
Riemen gelegt werden, der die Drehung der N,6
einen Scheibe um ihre Achse auf die andere
überträgt, so muß man bekanntlich dafür
sorgen, daß bei jeder Scheibe die Mittellinie
des anliegenden Riemenstücks in die Mittel-
ebene der Scheibe zu liegen kommt, und dies erreicht man durch Ein-
führung zweier Leitrollen. Fig. 82 behandelt die Aufgabe in ihrer
Fig.82a.
allgemeinsten Form (vgl. auch die Skizze 82 a). Als Mittelscbnitte der
beiden Scheiben sind die Kreise kund 1 gegeben durch ihre Mittel-
Müll er, Darstellende Geometrie. 4
cr • c"
t
--I <, P'"p" - /'-\I I 1\
M"· - - - - - -1- --0- - t-l A'"
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50
punkte Mund N, die Radien 'r und s und die Schnittlinie g ihrer
Ebenen. Man zeichne zunächst von jedem der beiden Kreise seinen
Grund- und Aufriß, am einfachsten aus den Projektionen des zu TIt
und des zu TI2 parallelen Durchmessers; dadurch erhält man nämlich
von jeder Bildellipse die große Achse und einen zweiten Durchmesser,
wodurch die kleine Achse bestimmt ist. Darauf ziehe man aus zwei
passend gewählten Punkten P und Q von g die Tangenten t und u
an k, sowie v und w an l; diese Geraden sind die ~littellinien der die
Scheiben berührenden Riemenstücke. Konstruiert man endlich mit
geeigneten Radien zwei Kreise, von denen der eine t und 1"', der andere
u und w berührt, so sind die Mittelschnitte der beiden Leitrollen ge-
Fig.8R. funden. Die Ausführung dieser Kon-
struktion erfordert seI bstverständlich
die Umlegung jeder der Ebenen t 1) und
u w in eine Projektionsebene, oeler die
Drehung jeder einzelnen Ebene um
eine Hauptlinie, bis sie zur betreffenden
Projektionsebene parallel wird.
81. Darstell ung eines Kreises
k, des sen F~ben e auf der Pro -
jektionsachse x senkrecht steht;
gegeben ist der Mittelpunkt M ===- M',
M" und der Radius 1" (lTig.83). Be-
zeichnen wir mit A B und CD die
Durchmesser von k., die bzw. zu TIt
und TT2 parallel sind, so ist k' == A' B', k" == 0" D". Um zum
Punkte P von k, dessen Grundriß P' bekannt ist, den Auf-
riß P" zu bestimmen, benutzen wir den Seitenriß k''', umgelegt in
TT2 ; dann ist Abstand plI', C'" D'" == P' JI'. Selbstverständlich ge-
nügt auch eine Drehung des vorderen Halbkreises um (; D bis er 11 TI2
wird. Oder wir drehen lc um AB in die horizontale Lage' ko; dann istp' !)o.l.A.'B' und M" p" == p' Po.
v. Die Kugel.
" 82. Ü~er krumme Flächen im allgemeinen. Unter einerI.a.nge.nt~ einer Fläche im Punkte P versteht man seine Verbindungs-
linie mit einem unendlich nahen Flächenpunkte. Sämtliche Tangenten
der Fläche in P bilden eine Ebene die BerührunO'sebene der
Fläche in diesem P kt E· A ' b • 1""
7'l o. un e. me usnahme machen gewisse "sIngu areElac~enp~nkt?, z, B. bei einer Fläche, die durch Drehung einer Kurve
um eine .sIe nicht rechtwinklig schneidende Achse entsteht der Schnitt-
punkt mit der Achse. '
" Der ~eome~rische Ort aller Flächenpunkte, deren projizierende~t.rahlen .dle. Flache berühren, heißt der wahre Um ri ß der Fläche,s~me ProJektIOn der scheinbare Umriß. _ Liegt auf einer Fläche
e. Inbe ~.urve k., die d.en wahren Umriß u im Punkte r schneidet,
80 er uhr t d i e Pro J. k t · k' d U
. ß .'. r l' e Ion er Kur v e d e n sc h ein bar e n m-
r i U In 1 ; denn die Tangenten von kund 'u in 1 1 haben dieselbe
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Fig.84.
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Projektion, weil die Berührungsebene der Fläche in 11 außer den ge-
nannten 'I'angenten auch den projizierenden Strahl T T' enthält.
83. Darstellung einer Kugel in Grund- und Aufriß; ge-
geben der Mittelpunkt M (M', lJ1") und der Radius r (Fig.84). Der
erste und der zweite wahre Umriß der Kugel sind die Hauptkreise
u 11 TIt und v 11 TIt • Der erste scheinbare Umriß ist
also der Kreisu' um M' mit dem Radius r; seine
zweite Projektion fällt zusammen mit dem zu x par-
allelen Durchmesser des zweiten scheinbarellUln-
risses v". Alle Punkte der oberhalb u liegenden
Halbkugel sind im Grundriß sichtbar; ihre zweiten
Projektionen erfüllen die obere Halbkreisfläche v". 3' _
Um von dem Punkte P der Kugelfläche,
der durch seinen Grundriß P' gegeben ist, den
Aufriß zu konstruieren, benutzen wir den durch
.P gehenden horizontalen Kugelkreis p. Sein Grund-
riß ist der Kreis p' um M' durch den Punkt P'.
.Jedern Schnittpunkte von p' mit v' entsprechen im
Aufriß zwei Punkte von v"; die zugehörigen zu x parallelen Sehnen sind
die zweiten Projektionen der beiden Kugelkreise, die p' zum Grundriß
haben. - Statt des Kreises p können wir auch den Kugelkreis ver-
wenden, der durch 1) 11 TT2 gelegt wird.
84. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E(ete2) mit einer
Kugel vom llittelpunkt M zu konstruieren (Fig. 85). Die Schnitt-
kurve ist ein Kreis k, sein Mittelpunkt der Fußpunkt 0 des von M auf E
gefällten Lotes. Wie bei der Kon- Fig.85.
struktion des ebenen Schnitts
eines Vielflachs bedienen wir uns
einer dritten Projektionsebene
TT3 L et , die TI1 in einer Geraden
sL e1 schneidet, und bestimmen
in der Umlegung in TTt die dritte
Spur es (Art. 46), sowie den Punkt
M'" und den dritten scheinbaren ;I: _
Umriß ui" der Kugel, also die
dritte Projektion des zu Tl3 par-
allelen Hauptkreises w. Die auf
e3 liegende Sehne C'" D'" von w'"
ist die dritte Projektion und zu-
gleich die wahre Größe des auf
e1 senkrechten Durchmessers CD
von Ir, sowie die dritte Projektion
des Schnittkreises selbst. Um die
Projektionen des }fittelpunktes 0 zu erhalten, ziehen wir M'" 0'" L es,
M' 0' Let, 0'" 0' L y, M" 0" L e2• Der Grundriß von k ist eine Ellipse
k' mit dem Mittelpunkt 0', der kleinen Achse C' D' Let und der großen
Achse A' B' == 0'" D"'. Die große Achse der Ellipse k" ist I1 e2 und
ebenfalls =' C'" ir', die zugehörige kleine Achse ergibt sich wie in
Art. 79 mittels des Punktes A" (0" A" 11 x).
4*
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Der erste Umriß u schneidet k in zwei Punkten T und U, den
Endpunkten des im Grundriß sichtbaren Teils von k. Im Seitenriß
liegen '1"" und (T'" im Schnittpunkte von C'" D'" mi t dem zu !J parallelen
Durchmesser u'" von w'''. Die Ellipse k' berührt den Kreis u' in T'
und U' (Art. 82). - Wir bestimmen ferner die Berührungspunkte V"
und W" von k" mit dem zweiten scheinbaren Unu-iß v": Die Ebene
von v schneidet E in einer zweiten Hauptlinie, und diese trifft v in
V und W
Die Lösung der Aufgabe gestaltet sich noch etwas einfacher, wenn
wir die Seitenrißebene durch den Kugelmittelpunkt legen und sie um
ihre Schnittlinie mit der Ebene von u drehen, bis sie mit dieser zu-
sammenfällt,
Fig.86.
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85. Aufgabe. Den Schnitt des Dreiecks ..A Be mit einer
Kug el vom Mittelpunkt M zu konstruieren (Fig.86). Wir be-
stimmen eine hinreichende Anzahl von Punkten des Schnittkreises k,
indem wir durch die Kugel und das Dreieck eine Reihe horizontaler
Eilfse benen legen. Eine solche Ebene
schneidet die Kugel in einem Kreise 1), das
Dreieck in einer Geraden S 'I', und dann
geht k durch die Schnittpunkte von p mit
S T, die zuerst im Grundriß 1-{efunden werden.
Dabei kommen aber nur solche Schnittpunkte
in Betracht, die innerhalh der hegrenzten
Dreiecksfläche liegen. So ermitteln wir ins-
besondere die Punkte im ersten Umriß U;
A"
außerdem konstruieren wir, wie bei der vor-
hergehenden Aufgabe, die Punkte im zweiten
Umriß v.
Um die Schnittpunkte D und E
der Kugel mit der (leraden AB zu be-
stimmen, schneiden wir die Kugel mit der
ersten projizierenden Ebene von A B in einem
Kreise i, dessen Grundriß mit der auf .A.'B'
liegenden Sehne F' G' von u' zusammenfällt.
Sein Mittelpunkt 0 ist der Fußpunkt des
Lotes von M auf diese Ebene, also von TI}
ebenso weit entfernt wie ~l. Die gQ.Suchten
l)unkt? D und E sind die Schnittpunkte von A.B mit i. Um die Kon-
struktion der EIII·pse ti" td I . di AB B' A'
. . ~ zu vermei en, egen WIr ie Ebene~n die ",:1 .um. ,Dann gelangen AB, 0 und i bzw. nach Aoe; 00und
'lO; dabei ist A AoJ. A' B' und == Abstand A"x M' 0 .LA' B' 0' 00
- Ab t d M" . ' '
----: .s ~n x und der Radius von 10 === 0'J/'. Die Gerade s,».trifft 10 In Do und Eo usw.
, h :6."Die ,Konstruktion des ebenen Schnittes einer Kugel vereinfacht
8blc etrakchthch, wenn die schneidende Ebene auf einer Projektions-e ene sen recht steht:AB;1D:restellun,g einer ~ängekuppel. In Tl1 ist das Quadr~t
tik 1 g Eg ben, DIe durch seme Eckpunkte gelegte Halbkugel ist mit
ver 1 a en benen die d h di S· . 87)
, uro ie eiten gehen, zu schneiden (Fig. ·
Die zweiten Projektionen der so entstehenden Halbkreise (Mauer-
bö gen) sind Halbellipsen , die aUR ihren Achsen sofort konstruiert
werden können. Wir bestimmen außerdem die Schnittpunkte V und nT
der Halbkreise über Be und A D mit dem zweiten Kugelumriß IV; nach
Wegnahme der abgeschnittenen Kugelteile reicht dann der zweite schein-
bare Umriß v" nur von V" bis W".
b) Darstellung einer böhmischen Kappe. In TI} ist das
Rechteck AB CD und senkrecht über dem Schnittpunkte 0 der Dia-
gonalen der Gewölbescheitel S gegeben; dabei ist die Stichhöhe () S
kleiner als OA. Die durch die Punkte A, B, C, D, S gelegte Kugel-
kappe ist mit vier vertikalen Ebenen, die durch die Seiten des Recht-
ecks gehen, zu begrenzen (Fig.88). Um zunächst den Mittelpunkt M'
Fig. 87. Wig. 88.
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der Kugel zu finden, drehen wir die vertikale Ebene ASe um 0 S, bis
sie 11 TT2 wird. Kommt hierdurch A nach Ao, so ist M" der Schnitt-
punkt von 0" S" mit der Mittelsenkrechten von A~ S". - Die vertikale
Ebene durch ABschneidet die Kugel in einem Kreise k, dessen Mittel-
punkt N von der Mitte Q von AB ebenso weit entfernt liegt, wie M
von O. Wir erhalten daher die Umlegung des
Mauerbogens AB in die TIl' wenn wir auf der
Geraden 0 Q die Strecke QNo == 0" M" machen
und um No den Kreisbogen ko von Abis B
beschreiben. Hieraus ergibt sich sofort die
zweite Projektion k". Wählen wir nämlich
auf ko den Punkt 1)0 beliebig und ziehen
Po]J'J.AB, so ist Abstand P"x == l)oP'. Der x -----__
Scheitel des Ellipsenbogens k'' liegt senkrecht
über Q und wird in derselben Weise wie der
Punkt 1)" gefunden. - Übrigens läßt sich die
~Jllipse k" auch leicht aus ihren Achsen kon-
struieren.
87. Aufgabe. Die Eigenschatten-
grenze einer Kugel und ihren Schlag-
schatten auf die Projektionsebenen für
Parallelbeleuchtung zu konstruieren (Fig.8!). Wir bezeichnen
wieder mit M den Mittelpunkt, mit u und v den ersten und zweiten
Umriß der Kugel, mit l den durch M gehenden Lichtstrahl. Die gesuchte
J~Jigenschattengrenzeist ein Hauptkreis s, dessen Ebene auf l senkrecht
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steht ihre erste Projektion also eine Ellipse s' vom Mittelpunkt M·'.
Da alIe Durchmesser von s im Grundriß verkürzt erscheinen, mit Aus-
nahme des horizontalen, also in u liegenden Durchmessers A 1), so ist
die auf l' senkrechte Strecke A' B' die große Achse von s'. Die kleine
Achse ist demnach der Grundriß des Durchmessers CD von s, der sich
in der ersten projizierenden Ebene von l befindet. Diese schneidet die
Kugel in einem Hauptkreise w, von dem l und CD zwei aufeinander
senkrechte Durchmesser sind. Um C' D' zu konstruieren, drehen wir
den Kreis w um den vertikalen Kugeldurchmesser , bis er mit v zu-
zammenfällt 1). Dabei beschreibt der auf l beliebig gewählte Punkt L
einen horizontalen Kreisbogen bis r; (M' L~ 11 X und == j[' L', 1/'L~ 11 x).
Dann ist M" L~ der Aufriß 7~ des gedrehten Lichtstrahls; ziehen wir
also in v" den Radius M" Co' J.l~ als Aufriß der gedrehten Strecke
MO, so entspricht dem Punkte C~' auf Vi der Punkt C~ und auf l' der
Punkt C' (M' C' == M' C~).
Der Aufriß von S ist eine Ellipse, die den auf 7" senkrechten
Durchmesser von 1/' zur großen Achse hat. Sie geht ferner durch den
Punkt A" auf u", wodurch die Länge der kleinen Halbachse nach
Art. 76 bestimmt ist.
Die Projektion der Eigenschattengrenze berührt den
scheinbaren Umriß in den Punkten, deren Tangenten zur
Projektion des Lichtstrahls parallel sind. Dies gil t all-
gemein für jede krumme FI äche; denn trifft die :Eigenschatten-
grenze S einer solchen Fläche den wahren Umriß in A, 80 liegen der
durch A gehende Lichtstrahl und die zugehörigen Tangenten von U
und S in der Berührungsebene von A, und da diese eine projizierende
Ebene ist, so fällt ihre Projektion mit der des Lichtstrabls zusammen.
Die Grenze des Schlagschattens der Kugel auf die Tl1 ist der
Schatten von s, also eine Ellipse Sh vom Mittelpunkt lJl h• Da die
Durchmessser von s auf der Lichtrichtung senkrecht stehen so erscheinen
sie im Schatten vergrößert, mit Ausnahme des zu Tl1 parallelen Durch-
messers .A B. Die kleine Achse von Sh ist also Ah B h # A'B', die große
Achse folglich ChDh• Ziehen wir C~' N~' 111~ bis zur Parallelen durch
M" zu x, so ist Mh Oh == M" N~'. - Schneidet Sh die Projektions-
achs~ x, so ~änt ein Teil des Kugelschattens auf die Tl2" Seine Grenze
Sv wird am einfachstsn gefunden, indem man zu einer Reihe von Punkten
Ph, Qh ••• des oberhalb x liegenden Teils von Sh die entsprechenden
Punkte r; Q" ... konstruiert.
VI. Kegel- und Zylinderflächen.
Raumkurven und abwickelbare Flächen im allgemeinen.
E n t s te h u n g der K e ge 1- und Z y 1i TI d er f 1ä c hell.
88. Die Tangente im Punkte P einer Raumkurve k wird ebenso
definiert, wie bei einer ebenen Kurve (Art. 71). Unter der Sch mi egun g s-
.. ~) W~r k~:ten auch wund l auf eine TIs proiizieren parallel zur erstenprOJ~ler~n ~n lene von i, oder wir könnten di~se Eb~ne durch Drehung
um en ti' °lr.lzonta en Durchmesser von w 11 TIt machen wodurch 10 mit u zu-sammen e e. ' .
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ebene der Raulnkurve k in 1) versteht man die Grenzlage L, der sich
die Verbindungsebene der Tangente in P mit einem veränderlichen
Kurvenpunkte nähert, wenn dieser dem Punkte P zustrebt. Wir können
die Schmiegungsebene auch definieren als die' Ebene durch drei un-
endlich benachbarte Kurvenpunkte P, 1J) , P2 oder durch zwei unendlich
benachbarte Tangenten t == P]J1 und t. == Pl]J2• Die Kurve k durch-
setz t die Ebene L im Punkte P, weil dieser aus der Vereinigung von
drei aufeinander folgenden Schnittpunkten hervorgeht. Eine Ausnahme
machen nur solche singuläre Kurvenpunkte, in denen die Schmiegungs-
ebene nicht bloß drei, sondern vier oder eine noch höhere gerade An-
zahl von Punkten mit der Kurve gemein hat. - In L befindet sich der
Krümmungskreis des Punktes P, d. h. der Kreis durch 1), PI' 1)2'
Verzeichnen wir auf k von P2 aus weiter die unendlich henach-
barten Punkte Ps, P4' .. ' so sind die Geraden t2 == P'l Ps, ts == 1)s 1J4 • •.
die Tangenten von k in P2' Ps ... , und dann bilden die unendlich
schmalen ebenen Streifen, die zwischen je
zwei Nachbartangenten enthalten sind, in
ihrer stetigen Aufeinanderfolge eine gewisse
Fläche, die Tangentenfläche der Raum-
kurve k (Fig. 90). Sie ist abwickelbar,
d. h. wir können sie ohne Falten, Dehnen
oder Zerreißen in eine Ebene ausbreiten, wie
sich sofort ergibt, wenn wir den ersten
Elementarstreifen t t1 durch eine unendlich
kleine Drehung um t1 in die Ebene des fol-
genden t1 f2 bringen, dann heide vereinigt in
die Ebene des dritten überführen usw.
Die Tangenten der Raumkurve heißen
die Erzeugenden oder Man tellinien ihrer
Tangentenfläche. Ihre Schmiegungsebenen sind die Berührungseb en en
der Fläche, und zwar berührt jede von ihnen die Fläche längs
der zugehörigen Erzeugenden; denn jede Gerade, die z. B. in der
Schmiegungsebene r beliebig gezogen wird, hat mit der Fläche die
beiden unendlich benachbarten Punkte gemein, in denen sie t und t}
schneidet, ist also eine Tangente der Fläche.
Die Tangentenfläche besteht aus zwei Mänteln, die sich längs
der Raumkurve Tc berühren; diese bildet daher eine scharfe Kante der
Fläche, die sogenannte Rückkehrkante. Jede durch einen Punkt VOll
k; aber nicht durch seine 'I'angente gehende Ebene schneidet die Fläche
in einer Kurve, die in ihm einen Rückkehrpunkt (eine Spitze) hat.
89. Durch Bewegung einer Geraden entsteht eine geradlinige
Fläche oder Regelfläche. Bewegt sich die erzeugende Gerade so, daß
je zwei unendlich benachbarte Lagen sich schneiden, so ist die Fläche ab-
wickelbar (Art. 88); im entgegengesetzten Falle heißt sie windschief.
Eine Kegelfläche entsteht, wenn eine (unbegrenzte) Gerade sich
so bewegt, daß sie beständig durch einen festen Punkt S geht und eine
gegebene Kurve k fortwährend schneidet. Die sämtlichen Lagen der
erzeugenden Geraden heißen Man tellinien; S wird die Spitze oder
der Mittelpunkt, k die Leitkurve der Kegelfläche genannt.
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Rückt der Punkt S in unendliche Entfernung, hleibt also die
Erzeugende zu ihrer Anfangslage parallel, so verwandelt sich die Kegel-
fläche in eine Zylinderfläche.
Jede Kegel- oder Zylinderfläche kann als der Man tel einer Pyra-
mide bzw. eines Prismas mit unendlich vielen, unendlich schmalen
Seitenflächen aufgefaßt werden. Sie ist also ab w i c k e l bar und wird
von jeder Berührungsebene in allen Punkten einer ~Iantellinie berührt.
Aus dieser Auffassung ergibt sich ferner: Alle Parallelschnitte
einer Kegelfläche sind einander ähnlich. Alle Parallel-
schnitte einer Zylinderfläche sind kongruent.
Darstellung der Zylinder- und Kegelflächen.
Berührungsebenen. S chattenk on at r uk t i o n e n, Sc h ni ttpu n k t e
mit einer Geraden.
/
N{
/ I
/
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/
I
r
Fig.91.
i"
<,
:l
90. Darstellung eines schiefen Kreiszylinders, dessen
Grundkreis k in TrI liegt, und dessen Mantellinien zu einer
geg ebenenGerade n par a 11eis i n d , z, 130 z u der dur c h den
Mittelpunkt M von k gehenden Geraden 1J1N (Fig. 91). Die
Mantellinien, deren Berührungsebenen auf
TI} senkrecht stehen, bilden den ersten wahren
Umriß; ihre ersten Projektionen sind Tan-
genten an k 11 MN'. Die zweiten wahren lJm-
rißlinien gehen durch die :Endpunkte des zu
x parallelen Durchmessers von k.
Um zu einem Punkte 1) der Zylinder-
fläche, von dem der Grundriß 1..J' gegeben ist.
den Aufriß zu ermitteln, ziehen wir durch
p' die Gerade p' 11 MN' und zeichnen im
Aufriß die beiden Mantellinien die im Grund-
riß mit p' zusammenfallen.' - Die Be-
rührungsebene der Zylinderfläche in P
geht durch die zugehörige Mantellinie; ihre
Grundrißspur berührt k im ersten Spurpunkte
dieser Geraden.
Die Eigenschattengrenze des Zylin-
d~rs für Licht in der Richtung l wird durch
b die Mantellinien gebildet deren Berührungs-e enen III . d W· - ,
Z - sm · Ir ermitteln sie aus dem Schlagschatten den der:.Iyhnder auf d· TI - f K '
. le} WIr t: onstruieren wir von M N den Schatten_il~Nh'l so .Ist der Schatten jeder Mantellinie zu M Rh parallel Ziehen
WIr a so In di R· h .
- dami ieser IC tung an k die Tangenten eh und I'h so habenWIr amit die G d Z 1- ,
H rech · renzen es y Inderschattens gefunden; ihnen ent-l B e~hals EIgenschattengrenzen die Mantellinien e und t, die durch
Je er~ ~ungspunkte der beiden Tangenten gehen. '
Bel einem gerad K· I- d
steht . d di G e n reiszy In er, dessen Achse auf TI} senkrecht
,sIn ie eraden e u d -r. Ill' I 11 TI
aber gegen TI 1 li bi h n _I h • st daher die Achse MN l'
grenz:n e und2 I,>e l~ IHg. gene~gt, so erhalten wir die Eigenschatte~­
mit :tlfe einer ns.lMN: Tangenten 11 1'" an die
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dritte Projektion des Grundkreises bestimmen nämlich auf dieseln die
Anfangspunkte der Mantellinien e und [.
Um einen geraden Kreiszylinder, dessen Grundkreis k in TI1 liegt,
in schiefer Projektion auf die TT2 zu zeichnen, denken wir uns k durch
seine Umlegung lco in die TI2 gegeben und konstruieren zum Mittel-
punkte Mo das Bild M s (vgl. Art. 4). Dann ist die Bildellipse les per-
spektiv affin zu lco mit x als Affinitätsachse, wir finden also ihre Achsen
nach der in Art. 73 gelösten Grundaufgabe. Die affine J3eziehung
zwischen ko und der noch nicht gezeichneten Ellipse ks dient auch zur
Konstruktion der scheinbaren Umrißlinien des Zylinders sowie seines
Schattens auf die TI1 und seiner Eigenschattengrenzen (vgl. Art, 75).
91. Dars teIlung e i nes schiefen Krei skegels, d e s s e n G'r u u d-
kreis k in TIl liegt (Fig.92). Ist S die Spitze des I{egels, so besteht.
Fig.92.
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sein erster scheinbarer Umriß aus den Tangenten VOll S' an k, JHe;-;el'
Umriß ist also nicht vorhanden, wenn S' innerhalb k liegt; dann hat
nämlich der Kegel keine auf Tll senkrechten Berührungsebenen.
Die Berührungsebenen des Kegels aus d e m gegebenen
Punkte L gehen durch die Gerade LS, die TIl in Sh schneidet; ihre
Grundrißspuren sind also die Tangenten aus Sh an k. Die zugehörigen
Berührungsmantellinien bilden die Eigenschattengrenze des Kegels
für Beleuchtung aus L.
Um die Eigenschattengrenze des in Fig. 93 dargestellten l)reh-
körpers, der aus einem Zylinder und zwei Kegeln besteht, für Licht in
der Richtung l zu konstruieren, benutzt man die Schnittpunkte der
durch die Spitzen gehenden Lichtstrahlen mit den Ebenen der zu-
gehörigen Grundkreise. Man beachte, daß die Eigenschattengrenzen
der Teilkörper keine gemeinsamen Punkte besitzen.
92. Aufgabe. Die Schnittpunkte P und Q der Geraden .tI
m i t einer Kegelfläch e zu ermitteln, deren GTundkreis k i 11 TI}
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liegt (Fig.94). Nach Art. 59 und 62 legen wir durch 9 u~ld durc.h
die Spitze S des Kegels eine Hilfsebene ll. Zu dem Zwecke ziehen WIr
durch S die Gerade h II g und bestimmen von q und h die ersten Spur-
F. 94 punkte GI und H1 , sowie von b. die Spurlinie
19.. G] 1ft . Sind A und B die Schnittpunkte von
S" lc mit GI H 1 , so schneidet !:J. die KegelHäche
in den Mantellinien S A und SB, und diese
treffen 9 in P und Q.
Tritt an die Stelle des Kegels ein Z y -
linder, so legen wir die Ebene !:J. durch g
parallel zu den Mantellinieu , ziehen also durch
einen beliebigen Punkt von g zu den Mantel-
linien eine Parallele usw,
93. Darstell un g e i n e s gerad en Krei s-
k egel s, von d em d i e S p i t zeS, s 0 \V i e der
Mittelpunkt M und der Radius r des
Grundkreises k gegeben sind (Fig.95). Wir konstruieren die Um-
rißlinien des Kegels mit Hilfe der ihm im Kreise keingeschriebenen
Kugel. Jede Ebene, die den Kegel längs einer lIantellinie berührt,
berührt auch die Kugel im Schnittpunkte der ~Iantellillie rnit k, Ist
nun STeine Umrißlinie des Kegels, z. B. eine erste, und T ihr Schnitt-
punkt mit k, so steht ihre Berührungsebene 1.Tll' ] Jann liegt aber T
auch auf dem ersten Umrißkreise u der Kugel, folglich berührt im
Grundriß die Gerade ::;'1" den Kreis
u' - und die Ellipse /C' - in 1". Die
scheinbaren LTmrißlinien des
K egel s si n d da her d i e 'I' a n gen te n
aus S' und B" a n d i e s ch ein bar en
Umrisse der Hilfskugel.
Ausführung: Die erste pro-
jizierende Ebene von S]I! schneidet
den durch k begrenzten Kegel in einem
gleichschenkligen Dreieck () S D. Legen
wir sie in die TI1 um, so gelangt SM
nach So lJ10 und C nach Co' dabei ist
M' Mo.LS' M' und == Abst~nd JY!" c:
Mo Co.L So Mo und == r. Ziehen wir
dann Co Oo.l So Co bis So ~fo, so ist 0 0
die Umlegung des Mittelpunkts der
Hilfskugel und 00 Co ihr Radius; ihre
scheinbaren Umrisse sind a180 die
Kreise u' und v" um 0' und 0" mit dem Radius 0 C An diese
1 . . S' d S" . 0 o· 11egen WH aus un die Tangentenpaare S' 1" S' V' und S" V ,
S" w" Di p . k . ,
· - ie roje tionen des Grundkreises Je werden wie in Art. 79
gefunden.
Schnitt einer Zylinderfläche mit einer Ebe neo
94. Aufgabe.. Den ~chnitt eines geraden Krei szy linders,
dessen Grundkreis k1 In 111 liegt, mit einer auf TT~ senk-
r ech t e n Ebene E (eI e2 ) zu konstruieren (Fig.9ß). Die Scbnitt-
kurve ist die Parallelprojektion des Grundkreises auf E, also eine
EIl ip se ks , deren Mittelpunkt ]!(~ sich auf der Zylinderacbse lJft 1112
befindet; ihre zweite Projektion ist die auf e2 liegende Strecke A:; B~'
zwischen den scheinbarenUmrißlinien A~' A~ und 1J;' B'2. Da k~ mit
lc1 zusammenfällt, so entspricht jedem Durchmesser von !cl ein größerer
Durchmesser von k3 , mit Ausnahme des zu el parallelen Durchmessers
M.~' p"
I
I
I
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Cl D l , dem in k3 eine parallele und gleich große Strecke Cs Dg , also
die kleine Achse zugeordnet ist. Als große Achse ergibt sich demnach
.AgBS # Asu;
Abwickelung. Schneiden wir den Zylinder nach der Mantel-
linie 0 1 O2 auf und wickeln ihn in die Zeichenebene ab, so verwandelt
er sich in ein Rechteck, dessen Grundlinie Cl Cl gleich dem lhnfange
von k1 und dessen Höhe === Cl ()2 ist 1).
Die Ellipse kg verwandelt sich in der Abwickelung in eine aus
vier kongruenten 'I'eilen OsB s , B s D 3 • •• bestehende Kurve. Um sie
zu konstruieren, legen wir durch (Jg ns eine horizontale Ebene ~, die
den Zylinder in einem Kreise k, die lJmrißlinien A t .A 2 und B) B 2 in
A und B schneidet, und teilen den Quadranten C3 B, im Grundriß also
den Quadranten 01 BI und in der Abwickelung die Strecke Ca B, in
eine hinreichende Anzahl gleicher Teile. Ist./) ein solcher Teilpunkt,
1) Näh e r u ngsv erfahren für die Re k t i fik u t i o n des Krei s e s k}:
Wir ziehen durch Mt eine Gerade, die mit Mt C\ einen Winkel von 30°
bildet, schneiden sie in V mit der Tangente des Punktes (]l und tragen auf
dieser von V aus in der Richtung nach Cl den Radius r des Kreises dreimal
ab. Bezeichnet I! den Endpunkt der SO erhaltenen Strecke, so ist
c». == 3,14153 ...
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Ps der Schnittpunkt von E mit der durch P gehenden ~I antellinie,
so machen wir in der Abwickelung die Strecke ]J ])3 I1 (I} ()2 und
=P"Pä.
Die Ta n gen te in Ps an die Sc h n i t tell i p s e k:~ ist die
So h n i t t.l i n ie der Ebene E mit der Berührungsebene des Zylin-
ders in Ps. Die Berührungsebene schneidet ~ in der 'Tangente PT
von k, und diese trifft Ca Da im Punkte T, dessen Grundriß 1" mit dem
Schnittpunkte von Cl D, und der Tangente in P' an kl zusarnmenfällt ;
dann ist Pa T die Tangente an lea• (Fig. 96 a gibt hierzu eine Skizze
in schiefer Parallelprojektion.) - Die Tangente an die v e r w a n d e l t e
Kurve bildet mit der Geraden Pa P denselben Wi n k el , wie
die Ellipsen tangen te mi t der en ts prechende n ~1 a n t e l Iin i e; wir
erhalten sie also, indem wir das rechtwinklige Dreieck Ps}) 11 in der
Abwickelungsfigur an Ps P wieder anheften. Zu dem Z"recke machen
wir auf P Ca die Strecke PT == 1)' T'.
Wählen wir in der Abwickelung den Punkt Ca zum ...Anfangspunkte
eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit der ~ - Achse GlS ])a und
bezeichnen mit r, ~ die Koordinaten von Pa, mit tp den Winkel ])1 .1.111 Cl'
mit Cl den ersten Neigungswinkel von E, so ist ~ gleich dem Bogen
(]l P' von kl , also = r tp. Dann folgt aus L1 p~' P" 1113'
P" p " M"P" t· " ~~ == S == a • 9 Cl = r sm cp tg Cl === r tg Cl S'ltt;: -
Die Verwandelte der Schnittellipse ist also eine Sinus-
kurve mit den Scheiteln .Aa, Ba und den Wendepunkten ('a, ])3. Die
1nflexionstangenten in Ca und Ds bilden mit Ca ] ) 3 denselben Winkel
wie die Ellipsentangente in Ca mit der 'I'angente von k, d. h. den
Winkel Cl.
I
p
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95. Beziehung zwischen dem Kr ü m rn u u c s r a d i u s Q in
irgend einem Punkte P einer auf einer abwick~lbarenFläche
liegenden Kurve c und dem Krümmungsradius Qo im ent-
sprechenden Punkte der verwandel-
ten Kurve ('0 (Fig.97). Wir denken uns
die abwickelbare Fläche wie in Art. 88 in
unendlich schmale ebene Streifen zerlegt
und bezeichnen mit I und 11 zwei auf-
einanderfolgende Streifen, die sich in der
Geraden g schneiden, mit P Q und QR
die in ihnen liegenden Elemente der ge-
gebenen Kurve c. Der durch ]J, Q und II bestimmte Kreis ist der
Kriirnmungskreis " von c in P, seine Ebene die zugehöriefe SchmiefTungs-~ben.e E, falls c _nicht g~nz in dieser Ebene liegt. Drehen wir den
Streifen n unendlIch wellig um g, bis er in die Erweiterung der Ebene I
gelangt, so kommt R nach u; und dann sind P, Q uncllf
o
drei Punkte~l~ .verw~ndelten Kurve co' Aber u, fällt mit der senkrechten Pro-
.Je. tion II von R auf die Ebene I zusammen. Bezeichnen wir nämlich
mit J den Fußpunkt des Lotes von II auf q so liegt 1/ auf der Ge-
raden H' J log ud' R '- , 0 _ •
"" "" ,n es ist oJ == R J, also von unendlich kleInen
Großen hoherer Ordnung abgesehen == T)'J. -I - d ht . kligenD . k R TR' .LI, ,wel In em rec WIn
reiec ~ der Winkel bei J als Neigungswinkel der Ebenen I und Tl
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unendlich klein ist. Der Kr üm m u n g a r a.d i u s (>0 der Kurve Co i11
P ist demnach gleich d e m Krümmungsradius der senkrechten
Projektion von c auf die Ebene I, d. h. auf die Berührungs-
ebene der a bwickel baren Fläche in 1).
Die Kurve c kann nun von 1) bis II durch ihren Krümmungs-
kreis x ersetzt werden, folglich ist Qo auch gleich dem Krümmungs-
radius der senkrechten Projektion von x auf I, d. i. eine Ellipse x', die
x in P berührt, mit 1) als Endpunkt der kleinen Achse. Bedeutet a
den Neigungswinkel der Ebenen I und E, so ist die kleine Halbachse
von x' == (> cosrt und die große Halbachse == (>, also der Krümmungs-
radius im Scheitel P === Q2: (> cos a. Hieraus ergibt sich für den
Krümmungsradius der verwandelten Kurve Co der einfache
Ausdruck
1)
I)abei hezeichnet u den Winkel, den im Punkte P die Be-
rührungsebene der abwickelbaren Fläche und die Schmie-
gungsebene von c (bzw. die Ebene dieser Kurve) miteinander
hilden.
Für rt === DOo wird (>0 === 00, und dann hat die Kurve Co in P in
der Regel einen We n d e p u n k t., unter Umständen auch einen Flach-
punkt (vgl. Art. 71). Ist c eine ebene Kurve, so ergibt sich hieraus
der Satz: S ch neidet Inan eine a bwickelbare Fläche mi t einer
Ebene, so verwandeln sich diejenigen Punkte der Schnitt-
kurve, deren Berührungsebenen auf der schneidenden Ebene
senkrecht stehen, im allgemeinen in Wendepunkte.
An w end u n g auf die in Art. 94 behandelte Aufgabe. Die
Punkte Cs und Ds der Schnittellipse ks werden zu Wendepunkten der
verwandelten Kurve, denn die zugehörigen Berührungsebenen des Zy-
linders sind 11 TI2' also .1E. - Gleichung 1) liefert eine einfache Kon-
struktion der Krümmungskreise in den Scheiteln A s und Bs der Sinus-
kurve les : Auf dem Zylinder sind As und B s die Endpunkte der großen
.A.chse der Schnittellipse ; für beide ist u === 90 0 - Cl und nach Art. 77
Q = ~3~-=, folglich nach Gleichung 1)
MsA g
JJ1s A 2 JJ13 A 2(>0 == ---------_.- ==
.lJtlg Ag sm Cl AAs
Ziehen wir also in Fig. 96 M~ F .Lc2 bis A~' A~, so ist A" F der
Krümmungsradius der Sinuskurve leg in A3 und B g•
98. Befindet sich die den Zylinder schneidende Ebene in belie b i g er
Lage gegen die Projektionstafeln , so nehmen wir eine TIs.l Cl zu Hilfe
und konstruieren aus Grund- und Seitenriß wie vorher die Achsen AgBs
und Cs Dg der Schnittellipse ks, sowie die Abwickelung des Zylinders. -
Nach Art. 72 ist die Parallelprojektion von leg eine Kurve zweiter Ord-
nung, die sich im Endlichen schließt, d. h. wieder eine Ellipse, ~nd z~ar
entsprechen zwei konjugierten Durchmessern von ks auch nn BIlde
zwei solche Durchmesser, denn jeder von ihnen bleibt parallel zu den
Tangenten in den Endpunkten des anderen. Demnach sind im Aufriß
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die Projektionen von Ag B 3 und C3 D3 zwei konjugierte Du rc hmessor
der Ellipse k" deren Achsen hierdurch bestimmt werden (Art. 78).
Noch kürzer ~~halten wir diese Achsen nach Art.. 7!J auf G rull~, der
perspektiv affinen Beziehung zwi~chen den ~rojek~l~I~~n 1.-1 und ks der
Schnittellipse k3 (Art. 52). DabeI besteht die Affirntats.achse aus .den
sich deckenden Projektionen der Schnittlinie von E mit der zweiten
Halbierumrsebene, Wir konstruieren sie als Verbindungslinie des
Punktes eO X e mit dem Schnittpunkte von Grunc1- und Aufriß irgend
I 2 H 1·· . deiner in E liegenden Geraden, z. B. der z\veitenaupt irne n In er
F· durch M tlU 2 \1 TI2 gelegten Ehene. - Die
tg.98. Gerade n geht durch den )Iittelpunkt llfs(1 <>:__ 7~ - 'x und durch die Schnittpunkte von k 3 mit dem
~ zweiten Umriß des Zylinders.
97. Häufic konstruiert Inan die Schnitt-
ellipse nur p~unktweise, also ohne ihre
Achsen zu bestimrnen. AIH Beispiel be-
trachten wir in Ficr. !)8 einen halben geraden
Kreiszylincler, des~en Leit ku rve der' in TI2'
über x liegende Halbkreis l: ist, II nd be-
C, stimmen die Ebene E durch ih ro ~pur Cl
und die erste rrafelneigung Cl. (hylindri-
scher Durchgang durch eine schräge 1~ö8ehlll1gsinauer.)
Um hier die Schnittkurve zu ermitteln, verwenden wir horizontale
Hilfse benen. Eine solche Ebene schneidet den Zylinder in zwei
Mantellinien und E in einer Parallelen zu e1 , deren'~ G ru nd ri ß nach
Art. 35 konstruiert wird; diese Gerade trifft die Mantellinien in Punkten
der gesuchten Schnittellipse.
98. Um den Schnitt der Ebene E (eI l'2) mit einem s chi e f e n
Kreiszylinder zu konstruieren, dessen Grundkreis k
I
in TI
1
liegt,
suchen wir zuerst den Schnittpunkt ]13 von E mit der Parallelen zu
den }Iantellinien durch den Mittelpunkt 1J;11 von kl • Die Schnittkurve
ist eine Ellipse k3 vom Mittelpunkte lJ;13 , nämlich die perspektiv affine
Kurve zu k, mit Cl als Affinitätsachse und lJJ1, J.l/3 als einem Paar ent-
sprechender Punkte; je zwei aufeinander senkrechten Durchmessern von
k1 entsprechen also in k3 zwei konjugierte Durchmesser. - Liegt k1
nicht in Tl 1, so tritt an die Stelle von el als Affinitätsachse die Schnitt-linie von E mit der Ebene von k
1
•
99. A bwickelung eines halben sch iefen K rei s z y 1i n d e r s.
der durch die in Tl1 lieaenden Mantellinien A A und B1B2 ,. d «:» 1 2
SOWIe urch die vertikalen Ral b kreise k und küher At BIun~ A2B2 .begrenzt ist (Fig.99). Wie bei der Abwickelung eines
schIefen PrIsmas (Art. 57) benutzen wir einen ~ornlalschnitt: EineE~ene .L A]:42 schneidet den Halbzylinder in einer haIben Ellipse lrs
mIt. der kIemen Achse A s Bs ; die große Halbachse ist gleich dem~adIUs r ~on u; Darauf teilen wir k] - zuerst in der Umlegung k?
in TI] ~ I~ ~me genügende Anzahl, z. B. 12, gleicher Teile, ziehen
durch die Tetlpunkte 1], 2] ... im Grundriß die Mantellinien I] 12,
21 22 • •• und bestitnmen ihre Schnittpunkte 1 2 mit k sowie auf
3' 3·· • 1 3'·
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Fig.99.
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der Umlegung k.? von k3 die entsprechenden Punkte 1.?, 2.~) ..• ; dabei
ist 11° 1; .LA1 111 , 1~ 1~ 11 Al A 2 , 1~ 13° === 1; 1)° usw. Halt~n wir die
Mantellinie Al A 2 fest und wickeln den Zylinder mit seiner Außenseite
nach unten in die Grundrißebene ab, so fallen die Punkte 19 , 23 ••• aufdie Verlängerung von B 3 Ag, und
wir finden ihre neuen Lagen, indem
wir die ungleichen Bogenstücke der
Ellipse !c;1 möglichst genau auf diese
Gerade übertragen. Durch die so
erhaltenen Punkte ziehen wir die ab-
gewickelten Mantellinien, z. B. durch
13 die Gerade 13 11 # 1~ 1~; dann
ist 11 ein Punkt der Verwandelten
des Halbkreises k1 •
Die Verbindungslinie von 11
mit li ist .LAl A 2 und der Bogen
All} der Verwandelten == 1\ von
kl . Ersetzen wir daher den Zylinder
durch das eingeschriebene Prisma
mit der Grundfläche Al 11 21 ••• BI,
so gelangen wir zu folgender Näherungskonstruktion ohneZuhilfe-
nahme eines Norrnalschnitts : Wir fällen von den Punkten li, 2i .
auf Al A 2 die Lote 1i 11 , 2i 21 .•. und machen die Strecken Al 1), 11 21 .
== jf~ 1)°.
Die Verwandelte von lc, hat in ()t einen Wendepunkt, weil die,
Berührungsebene des Zylinders in diesem Punkte auf der Ebene von
k1 senkrecht steht (Axt. 96). Die Inflexionstangente bildet mit der
Geraden 61 62 denselben Winkel, wie die Kreistangente in 61 mit der
entsprechenden lIantellinie, d. h. den Winkel A2 Al B t • - Der Krüm-
rnungsradius der \'erwandelten im Scheitelpunkte Al ist nach Gleichung 1)
r
in Art. 95 == ----A'--A-B·-; der zugehörige Krümmungsmittelpunkt
cos L 2 r t
ist daher der Schnittpunkt von Al A 2 mit der Mittelsenkrechten von Al B t •
Schnitt einer Kegelfläche mit einer Ebene.
100. Der Schnitt eines Krei skegels mit einer nicht durch die
Spitze gehenden Ebene ist eine Kurve zweiter Ordnung, weil jede
Gerade der Ebene mit der Kegelfläche zwei (reelle oder imaginäre)
Punkte gemein hat (Art. B2). Die Schnittkurve ist eine Ellipse
(oder ein Kreis), eine Parabel oder Hyperbel, je nachdem die
schneidende Ebene zu keiner, einer oder zwei ~Iantellinien
parall el ist. Um zu entscheiden, welcher dieser drei Fälle vorliegt,
lege man durch die Spitze des Kegels eine Ebene parallel zur schnei-
denden Ebene.
Die Parallelprojektion eines jeden der drei Kegelschnitte ist wieder
eine Kurve zweiter Ordnung (Art. 72), und zwar von derselben Art,
weil den unendlich fernen Punkten des Kegelschnitts (und nur diesen)
unendlich ferne Bilder entsprechen.
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101. Aufgabe. Den Schnitt der Ebene E~el e2) m i t .eine.rn
d K . kegel zu konstr,uieren d e s s e n GrundkreIs k Ingera en r e i s . 1. :T 1" it 11,1" d
TI I · t Wir bezeichnen mit S die Spitze des Kege ~, mi JJL en1 1 eg · I .1 . J. I . d teiltMittel unkt von k. Die Ebene, die durch S]1 e1 ge .egt 'VIr., ei
p . die Schnittkurve k} In zwei syrn-
Flg.lO,? metrische Hälften und enthält dem-
S nach eine Achse von k]. Sie schneidet
E in einer Fallinie t, den Kegel in zwei
Mantellillien S A und SB, und diese
bestimmen auf f die Achsenendpunkte
Al und BI. - Nehmen wir der Ein-
fachheit wegen EJ. Tl2' so ist jene
Symmetrieebene 11 TI2' und die zuge-
-~-_-l--_-"":,--::--"t-- X hörigen Mantellinien SA, SB bilden den
zweiten Umriß des Kegels.
a) E 11i P ti s ehe r Sc h TI i t t
CFig. 100). Der Aufriß der Schnitt-
ellipse !cl fällt mit der auf e2 liegenden
Strecke A~' ts; zusammen. Die zweite
Ellipsenachse geht durch den J.'1ittel-
punkt 0 1 von A}lJ} senkrecht zu TI2 ;
ihre Endpunkte f\ und ])1 liegen aufC\ C, dem Kreise i, in dem die durch 01
gelegte Horizontalebene den Kegel schneidet. -I Jer (Iru ndriß von
Ir} ist eine Ellipse mit den Achsen A~B; und C;I);.
Bezeichnen wir mit v und w die Radien der durch Al und BI
gehenden Horizontalschnitte, mit G H den in der Ebene A SB liegenden
Durchmesser des Horizontalschnitts i, so ist als ~Iittellinie in einem
v+w
Paralleltrapez GH = v +w und als Radius von i,' 1J1 C{ === '2-·
N . b h A' B' + ' Ai B; I h fI[· tUD 1St a er auc 1 1 == V w, also M Cl == -, u. . 1~ 1 S
2
ein Brenn punkt der Projektion ki. der Schni t t e l l i ps e,
Auf einer beliebigen Mantellinie S P wird der Punkt PI von kl
zuerst im Aufriß gefunden als p~' == S"P" X e2 , dann im Grundriß
auf M P, am genauesten mit Hilfe des Horizontalschnittes der Kegel-
fläche , der durch p~ bestimmt ist. Die Ta n gen t ein PI an kI ist die~c~nittlinie. von E mit der Berührungsebene des Kegels in der Mantel-
linie S P; SIe geht also durch den Schnittpunkt T VOll e mit der Tan-
. Igente von k IU P.
Als wahre Größe von k1 erhalten wir durch Umlegung in TIl
eine E~lipse kf. mit den Achsen A10 u; == .A~B;' und ()i) D~) == c; ~i,
I)Ie AbWIckelung des Kegelmantels ist ein Kreissektor VOIn RadIUS
S A S" A" . B . k
. .' ~eln ogen gleich der Peripherie des Grundkreises "
Sohneiden WIr In der Mantellinie SB auf so wird der abO'ewickelte
Stumpf symmetrisch in bezug auf SA. Die Ausführung gestaltet sich
folgendermaßon . Wir teilen die Hälfte von k zwischen A und B in den
Punkten 1, 2 · .. in eine Anzahl, z. B. sechs, gleicher Teile und übe~"
tragen den Bogen A 1 möglichst angenähert auf den Kreis um S rolt
ß5
dem Radius S AI). .Das gefundene Bogenstück wird auf dem Kreise
weitergetragen ; dann sind die nach den Teilpunkten gehenden Radien
die abgewickelten Mantellinien SI, S 2 ... S 13. Ist S 1.J eine dieser
Mantellinien, so erhalten wir den zugehörigen Punkt PI der Verwan-
delten der Schnittellipse k1 durch Ermittelung der wahren Länge VOll
P J\. Nun entspricht dem Aufriß 6" P" als wahre Länge von S 1) die
Strecke S" A"; ziehen wir daher durch p~' eine Parallele zu x, so finden
wir auf S" A" die wahren Längen der Abschnitte }J 1'1 und S 1)1. Die
Tangente der Verwandelten in J)1 ergibt sich durch Anheften des
rechtwinkligen Dreiecks PI P 1, dessen Kathete 1)T im Grundriß in
wahrer Größe erscheint, an die Strecke I' PI.
Die Wendepunkte der Verwandelten entsprechen denjenigen
Punkten VI und ~ von k1 , deren Berührungsebenen auf E senkrecht.
stehen (Art. 95). Diese Ebenen gehen durch das Lot von Sauf E.
Ziehen 'wir aus seinem ersten Spurpunkte Z die Tangente Z lT an k, so
finden wir auf der Mantellinie S V den Punkt VI und damit die Tan-
gente von k], die in der .A.bwickelung zur Inflexionstangente wird.
Bezeichnen wir mit Qo und 00 die Krümmungsradien der
Verwandelten in den Sc heiteln Al und B t , mit Q den Krümmungs-
radius der Ellipse k" in Alu und B;', mit (/., und ß die Winkel bei A;'
und B~ irn Dreieck A~' S" Bi', so ist nach Art. 95
() - Q ° - -Q_. . · .. · · . 1)~o - rosa' 0 - cosß'
'wir erhalten also z, B. °0 als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit der Kathete Q und dem anliegenden Winkel ß. - Unabhängig
von der wahren Größe klu der Schnittellipse können wir aber die
Strecken Qo und °0 auch leicht direkt ermitteln. Setzen wir nämlichb2
Al BI == 2 a und Cl Dl == 2 b, so ist bekanntlich Q == -. Nach Kon-a
struktiou ist 0] Cl die mittlere Proportionale zwischen G 0 1 === u) und
O]H -= r, mithin 1)2 == vw und
1'W
Q = a 2)
0,5233 ... ,
-da.gegen
1) U III d e n Kr ei 8 bog e n ~ ~ v 0 m ]\f i t tel P U n k t e ~.n u n <1 d f\ 111
Zentriwinkel lfJ auf einen Kreis u m ~Jl' m i t d e m Ru d i u s ~l'~J~'
zu übertrugen, 7.p,rlegt man ~{~ in kl iue 'I'cilo , bvi dl'nf~n. Inan Bogen
und Sehrte als gleich groß het.rucht.:n kann, und üherträgt diese g, 11np11. Mall
kann aber auch ~ ~ zunächst anj!llnäh,~rt roktitlvlervn. Zu dern Zwecke ver-
längert Inan ~Wl um ~Jl ~ == 2. ~ ~Jl UIHI z i -ht ~(1).l ~{~Jl bis zur (t'raden
(.t ~; . dann ist , wenn t/, den Wert von 60° nicht wesent.lich ü herschreitct , die
Strecke ~ 1) nahezu gleich dem Bogen ~~. Diese Konstruktion ist U In SO
genauer, je kleiner tIJ ist, z. B. wird für lJ' == 30°
~{ 1) 3 sin tp
~n ~R =- 2+ C()S~
_~_.~_ _ 11 == 0 5235 ...~ ~Jt 6 '
Macht man nun auf der VerHingernng von ~'Wl' dir~ Strecke IDl'~'= 2. 'l{'Wl'
und auf «iner Senkrol'hten zu 'H'~Jl' die Strecke ~n':3) == ~{j). 80 ist d- r
zwischen ~, und ~'~' liegende Bogen des zweiten Kreises angenähert == ~~.
Müll er, Darstellende Geometrie. 5
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Nun ergibt sich aus dem Dreieck Ai' S" IJ~', wen n WII' den Winkel
hei S" mit 2 r bezeichnen,
sin ß _ S" A~' _ v: sin y
sin 2 r - Ai'B~' - 2 a
oder
'V sin ß
- ._---_._-;
a cosy
daher folgt. aus Gleichung 2)
wsin ß(} == -~.-._-- · . . . . . . . . . . 3)
cos r
Ziehen wir demnach B~'J" .L S" B" bis S" 11.1" und fällen von ,1" auf
e2 ein Lot, das e2 in K" und S" B" in L" schneidet, so ist der Punkt Je
von At BI der Krümmungsmittelpunkt der Schnittellipse in B 1 , und
der Punkt L der Mantellinie SB wird in der Abwickelu ng zum Krüm-
mungsmittelpunkt der verwandelten Kurve an der entsprechenden Stelle,
denn es ist
B" J" - ~1 - ,
cos r
B " K " - B"J" . ß1 - 1 Sin
oder nach 3) == Q, und
B" K "Bi.'L" = --_!-
cos ß '
also nach 1) == 00.
B
B"
Si;
I
eh
M
k
A
:/: A"
zur
102. b) Parabolischer Schnitt. In :Fig. 101 ist E parallel
Berührungsebene des Kegels in der Tmrißlinie SB, die Schnitt-
]-'ig. 101. kurve k1 also eine Parabel .mit dem
Scheitel Al und der Achsenrichtung SB.
Sie geht durch die Schnittpunkte von e1
mit k; weitere Punkte auf beliebigen
Mantellinien werden wie unter a) gefunden.
Der Grundriß von kl ist gleichfalls eine
Parabel, und zwar mit dem Scheitel Ai
und dem Brennpunkt M; ihr Krümmungs-
radius in A~ ist folglich, wie in der analyti-
sehen Geometrie gezeigt wird, == 2 . Ai. jf.
103. c) Hyperbolischer Schnit;t
(Fig.l02). Aus dem Aufriß finden wir die
Scheitel Al und BI, sowie den lfittelpunkt,
0 1 der Hyperbel k l . Eine Ebene, die durch
S 11 E gelegt wird, schneidet den Kegel in
zwei l'lantellinien S (; S H und diese be-
stimmen die unendlich fer~en Punkte von
eJ k1 ; die Asymptoten 9t und h1 der
. Hyperbel gehen also durch 01 11 S G undSl~Hh· . ~ls. Tangente im unendlich fernen Punkte von S G ist 91 die~ c nittlinis von E mit d B o. h b di ·er eru rungse ene des Kegels in les~l
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F'ig. lU~ .
Mantellinie ; sie geht also durch den Schnittpunkt von el mit der Tan-
gente von k in G. - Der Grundriß von kl ist eine Hyperbel mit
den Scheiteln Ai, B~ und den Asymptoten
.Q~ 11 M G, h; IllJIHl).
B
])
M
I
6
ill
Fig.l03.
S
k
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Ebenso ist
folglich
F'P, + F*PI == QQ* == HH*,
d. h. konstant für alle Punkte von k l • Wir
schließen daraus, daß J? und F* die Brenn-
punkte der Ellipse k, sind. Dasselbe läßt
sich beweisen, wenn k l eine Parabel oder
eine Hyperbel ist, nur sind bei dem para- A
bolischen Schnitt 0* und F'; unendlich fern.
Wir erhalten demnach den Satz: Schneidet
Inan einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene und kOI)-
s t r u i e r t die beiden Kugeln, die den Kegel in einem Kreise und
104. I)ie Brennpunkte der ebenen
Sc h 11i t ted e s ger a d e 11 Kr eis k egel s. Der
Kegel werde erzeugt durch Drehung des in
der Zeichenehene TI2 liegenden gleichschenk-
ligen Dreiecks A S B um seine Höhenlinie
S 111. Wir schneiden ihn mit der I~be11e
E 1.TI2 in einem Kegelschnitt u; In Fig. 103
ist k} eine Ellipse mit den Scheiteln Al und
BI auf S A und SB. Konstruieren wir die
Kreise v und V*, die die Geraden AIl]l, 8 A,
SB der Reihe nach in I!', H, J und j?*, H*,
~]* berühren, und deren Mittelpunkte 0 und
0* sich auf S lJ1 befinden, so erhalten wir
aus ihnen durch Drehung UITI 8 M zwei A
Kugeln Kund K*; diese berühren E in den
Punkten Fund 11"* und den Kegel in zwei
auf S.lJI senkrechten Kreisen ~t und u* mit
den Durclllnessern H ~l und H* J*. Eine be-
liebige ]\;lantellinie 81) schneide !cl' u, u* bzw.
in den Punkten J\, Q, Q*. Dann sind J?J\
und Ql\ zwei Tangenten der Kugel K aus
dem Punkte p!, also ist
j?Pl === QIJI •
1) Kennt man von einer Hyperbel den Mitt.elpunkt D, den Scheitel ~ und
<He Asymptote g, so findet Inan auch sofort den Sc he i tel k r ii In In u n g s rn i t t e1-
p u n k t St Sei niilnlichO~{ == a und die imaginäre Halbachse == bV-I:
dann schließt Inan aus der entsprechenden, für die Ellipse geltenden Formel
(Art. 77), daß der Kriinlnlungsradius ~(Jt == _~2 ist. Schneidet nun dir-
a
Scheiteltangente ~ tr die Asymptote g in tr, so ist bekanntlich ~ ~ == h, mithin
ist ,~ der Schnittpunkt von -0~ mit dem Lote in ~ 7.U g.
5:;:
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die Ebene in einem Punkte berühren, so sind die beiden Be-
rührungspunkte die Brennpunkte des entstehenden Kegel-
schnitts.
Sei G der Gegenpunkt von J/ itn Kreise 'r; dann geht die Gerade
GF durch den äußeren Ähnlichkeitspunkt S von 'v und v*. EineEbe~e a, die parallel zu E durch den Kegel gelegt wird, schneidet
diesen in einem Kegelschnitt k 2 , der zu kl ähnlich ist, und dessen
Brennpunkte auf den Geraden S]? und S G liegen. Nun ist k2 der
scheinbare Umriß der Kugel K für S als Projektionszentrum und t1 als
Rildebene; d. h.: Der scheinbare U m r iß einer in Zentralpro-
jektion dargestellten Kugel ist ein Kegelschnitt, der die Pro-
jektionen der Endpunkte des auf der Bildebene senkrechten
Kugeldurchmessers zu Brennpunkten hat.
105. Hieraus ergibt sich beiläufig die Darstellung der Kugel
in schiefer Parallelprojektion. Die projizierenden Strahlen, die
die Kugel berühren, bilden einen geraden Kreiszylinder , und dieser
schneidet die Zeichenebene TI2 in der Umrißellipse U.'1' der schiefen Pro-
jektion des Hauptkreises u, dessen Ebene auf der Projektionsrichtung
senkrecht steht. Das Bild Os des Kugelmittelpunkts () ist der l'Iittel-
punkt von USo Wählen wir die Projektionsrichtung wie früher (Art. 3),
so bildet die Projektion des auf TI2 senkrechten Kugeldurchmessers I? G
mit der Richtung der Projektionsachse X einen Winkel von 30°, und
es ist OsFs == Os Gs gleich der Hälfte des Kugelradius r; dann sind
P"'s und Gs die Brennpunkte von US ' Jeder Durchmesser von u erscheint!
im Bilde vergrößert, mit Ausnahme des zu TI2 parallelen AB, der un-
verändert bleibt. Ziehen wir also O.'lAs.L OsFs und -== r, so ist OsAs
die kleine Halbachse von U s ; die große Halbachse ist folglich === E~ As·
106. Praktische Beispiele zu den ebenen Schnitten eines
geraden Kreis kegels. a) D urchdringu ng eines regelmäßigen
sechsseitigen Prismas mit einem geraden Kreiskegel, dessen
Achse mit der Achse des Prismas zusammenfällt, und dessen
Basiswinkel 300 beträgt (Schraubenmutter, Fig. 104). Die
Seitenflächen des Prismas sind parallel zur Kegelachse und schneiden
daher den Kegel in kongruenten Hyperbelbögen A IJ, Be... Ihre
Scheitel liegen auf dem Kegelkreise , der die Prismaflächen berührt;
weitere Punkte erhält man mittels horizontalen Hilfsebenen. l'Ian findet
auch leicht die Asymptoten und die Scheitelkrümmungskreise der zweiten
Projektionen der Hyperbeln.
b) Durchdringung eines abgestumpften geraden Kreis-
kegels mit einer r eg el.m ä ß i g en vierseitigen Pyramide (Schorn-
s t e i n f u ß , Fig.105). Die Pyramidenflächen ASB, BSC ... schneilen
den Kegel in vier kongruenten Ellipsenbögen .A}1/}, Rl Cl • .• Ihre
Hauptachsen mit den Scheiteln EI, l!\ ... liegen auf den )Iittellinien
SE, SF ... der Seitenflächen. l)ie vertikale Ebene A SC schneidet den
Kegel in zwei Mantellinien, und diese treffen SA und SC in .A 1 und
Cl' Dreht man die Ebene um die Kegelachse , bis sie 11 TI2 wird, so
fallen die ~Iantellinien mit dem zweiten Umriß des Kegels zusammen. -
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Zwischenpunkte findet man mit Hilfe VOll Horizontalschnitten. Man
kann auch leicht die Achsen und daraus die Scheitelkrümmungskreisa
der Projektionen der Ellipsenbögen konstruieren.
Fig.104.
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107. Schnitt der :Ebene E (e}e2 ) m i t einem schiefen Kre"is-
kegel, dessen Gr u n dk r e i s k in TI} liegt. Die Schnittkurve k1
wird konstruiert, indem Inan für eine hinreichende Anzahl von Mantel-
linien ihre Schnittpunkte mit E ermittelt, wie in Art. 56 unter Be-
nutzung einer TTs1.c}. - Die ~~bene, die durch die Spitze S und den
Mittelpunkt 1J[ von kJ.. TI} gelegt wird, teilt
den Kegel in zwei symmetrische Hälften und
schneidet ihn in seiner längsten und seiner
kürzesten Mantellinie BA bzw. SB. Soll daher
der Kegel, nachdem k1 konstruiert ist, auch
noch abgewickelt werden, so empfiehlt es sich,
von vornherein den Kreis k von A aus in eine
gerade Anzahl gleicher Teile zu teilen und für
die nach den Teilpunkten gehenden Mantel-
linien die Schnittpunkte mit E zu hestimmeu.
Bei der Abwickelung ersetzt man den Kegel
angenähert durch die Pyramide, die jene l\'lantel-
linien zu Seitenkanten hat. - Die Punkte , in
denen die ersten scheinbaren Umrißlinien den
Kreis k berühren, werden in der Abwickelung zu
Wendepunkten der Verwandelten von k (Art. 95).
In F Ig. 106 ist SM" 11 TI2; das Dreieck .ASB erscheint also im
Aufriß in wahrer Größe. !facht man auf S.Li und SB bzw. die Strecken
S C == SB und S D == S A und bezeichnet. mit pJ den Schnittpunkt
von CD mit AB, so wird l!}C === ER und 11D == p}A. Legt man
jetzt die Ebene E durch CD 1.TI2' so schneidet sie den Kreis k in der
durch E gehenden Sehne 1?G 1.A B und den Kegel in einer Ellipse k-,
Diese ist in bezug auf die Gerade CD symmetrisch, hat also CD ZlU·
Achse. }flan kann nun E HIn F (i- drehen, bis C mit Bund D mit A
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zuaammenfällt ; dann hat die Umlegung klo von k1 mit dem Kreise k
die Achse AB und die Punkte Fund G gemein, d. h. k~ deckt sich
mit k, Die Ebene E schneidet also den Kegel in einem Kreise,
der dem Kreise k gleich ist. Der Kegel hat demnach z w e i
Scharen von Kreisschnitten, von denen die eine zu Tl!, die
andere zu E parallel ist.
Du r ch d ringung z w e ier Kegel- oder Zy l i nderfläc he n,
108. Zwei krumme Flächen A und B erzeugen als ihre Durch-
dringung im allgemeinen eine Raumkurve c, die Inan konstruiert, indem
man durch A und B eine Schar geeigneter Hilfsflächen legt und für
jede von ihnen ihre Schnittkurven mit A und B ermittelt; die Schnitt-
punkte beider Kurven sind dann Punkte von c. Dabei sind unter
"geeigneten" Hilfsflächen solche zu verstehen, die sowohl A wie B in
möglichst einfachen, leicht konstruierbaren Kurven schneiden. In den
meisten Fällen wird man Ebenen als Hilfsflächen verwenden, und dann
ist jedesmal zu überlegen, was für Ebenen am geeignetsten sind.
Handelt es sich z. B. um die Durchdringung einer Kugel mit einem
geraden Kreiskegel, dessen Achse 1. TII ist, so benutzt man horizontale
Hilfsebenen, denn diese schneiden die Kugel und den .Kegel in Kreisen,
die im Grundriß in wahrer Größe erscheinen.
109. Eine krumme Fläche heißt von der mt en 0 r d nun g, wenn
ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten r , ~, 3 vom 1nt en Grade
ist - oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn sie von jeder nicht
in ihr liegenden Geraden in m reellen oder imaginären Punkten und
folglich von jeder Ebene. in einer Kurve mter Ordnung geschnitten wird.
Man versteht ferner unter Ordnung einer Raumkurve die Anzahl
der - reellen oder imaginären - Punkte, die sie mit einer Ebene
gemein hat.
Sind nun die sich durchdringenden Flächen A und B hzw. VOll
der tuten und nten Ordnung, so werden sie von einer beliebigen Ebene
in zwei Kurven 'inter und nter Ordnung geschnitten, und diese treffen
sieh bekanntlich in m n - reellen oder imaginären - Punkten der
nurchdringungskurve c. Daraus folgt: Zwei Flächen mt er und
nter Ordnung durchdringen sich in einer Rau rnk u r v e mnt cr
Or d n u n g.
Die Projektion dieser Kurve ist im allgemeinen auch von
der '1nn ten Ordn ung. Denn eine beliebige Gerade der Bildebene hat
rnit der Bildkurve c' ebenso viel Punkte gemein, wie die durch sie ge-
legte projizierende Ebene mit der Kurve c, d. h. mn Punkte. Auf
g owisse Ausnahmen von diesem Satze gehen wir hier noch nicht ein
(vgl. u. a, Art. 117).
110. Um die IJurchdringungskurve zweier Kegelfächen zu kon-
struieren , benutzt man in der Regel Hilfsebenen durch die Ver-
bindungslinie der Spitzen; solche Ebenen schneiden nämlich jede
von beiden Flächen in lVIantellinien (vgl. Art. 62).
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Fig.107.
. Sind die Kegelflächen Kund 1\ mit den Spitzen Sund T und den
Leitkurven kund 1 in den Ebenen E und 4> gegeben, so ermittle
man zunächst die Schnittpunkte Q und R der Geraden S T mit E und
4>, sowie die Schnittlinie' m der beiden Ebenen (Fig. 107). Eine Hilfs-
ebene, die durch S T ge-
legt wird, schneidet E und
ep in zwei durch Q und R
gehenden Geraden, die sich
auf In treffen, und diese
Geraden bestimmen auf k
und 1 die Ausgangspunkte
der Mantellinien, welche die
Hilfsebene mit den heiden
Kegeln gemein hat.
Tritt an die Stelle des
einen Kegels ein Zylinder,
80 legt man die Hilfs-
ebenen durch die Gerade,
die durch die Spitze des
Kegels parallel zu den Lm~ -_--------
)Iantellinien des Zylinders
gezogen wird. Handelt es sich um die Durchdringung zweier Zylinder,
so verwendet man Hilfsebenen parallel zu den Mantellinien beider
Flächen.
111. Die Konstruktion gestaltet sich besonders einfach, wenn d i e
Leitkurven kund' 1 der b e i d en Kegelflächen in derselben
Ebene, z. B. in Tr! liegen (Fig.108). Dann ermitteln wir zuerst den
Schnittpunkt Q von S 11 mit Tr!; ziehen wir darauf durch Q als Grund-
rißspur einer durch S T gelegten Hilfsebene die Gerade u, die I: in A
und B, sowie 1 in C und D schneidet, so bestimmen die Mantellinien
S-A, SB und TC, TD vier Punkte der Durchdringungskurve c.
Drehen wir die Gerade u in TI! um Q, so erreicht sie eine Grenz-
lage r, in der sie 1 in einein Punkte G berührt und k in zwei Punkten
E und 1~1 schneidet. Die durch 1,' bestimmte Hilfsebene berührt den
Kegel A in 11 G. Ilie Mantellinien SE und SF sind also rran-
genten von 1\ und folglich der Du r ch d r-in g u n g sk n r v e in ihren
Schnittpunkten mit l 1G. Das Entsprechende gilt von der aus Q
an lc gelegten Tangente w, die mit l die Punkte 11 und J gelnein hat.
Dann hegrenzen auf k die Punkte E und F, auf 1 die Punkte 11 und
.I einen Bogen, dessen Mantellinien den anderen Kegel nicht treffen; im
vorliegenden Falle schneiden daher die beiden Kegel einander gegen-
seitig an, und ihre Durohdringungskurve besteht aus einem einzigen
geschlossenen Zuge. Eine vollständige Durchbohrung des Kegels K
und eine zweiteilige Durchdringungskurve würde entstehen, wenn mal)
Von Q an 1 zwei Tangenten ziehen könnte, die k schneiden.
Die scheinbaren Umrißlinien der beiden Kegelflächen sind I) 0 pp e1-
tangenten der Projektion der Durchdringungskurve, soweit
sie überhaupt Kurvenpunkte enthalten (Art. 82).
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Bei der Ausführung der Konstruktion bestimmen wir zuers~ die
ausgezeichneten Punkte von c auf solchen ~a~t~llinien, die. die K?rve
berühren sowie die Punkte auf den Umrißlinien der beiden Kegel
und legen dann nach Bedürfnis weitere Hilfsebenen in die noch vor-
handenen Lücken. Die Reihenfolge, in der wir die erhaltenen Punkte
verbinden ergibt sieh wie in Art. ß2 durch gleichzeitiges Umfahren, ~
der beiden Leitkurven.
Ein Punkt der Projektion von c ist sichtbar, wenn die beiden durch
ihn gehenden Mantellinien in dieser Projektion sichtbar sind.
Die Tangente in einem Punkte der Du r ch d r i n g u n g s k u r v e
ist die Sc h n i t t 1in i e der Be r ü h run g s eben enderbeid e n F 1ä ch e "(I
Fig.108.
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in diesem Punkte. Um hiernach z. B. im Schnittpunkte der Mantel-
linien S A und T D die Tangente t von c zu konstruieren , ziehen wir
als Grundrißspuren der zugehörigen Berührungsebenen die Tangenten
von kin A und von l in D; diese schneiden sich im ersten Spurpunkte von t.
112. Singuläre Punkte im Bi lde der l)urchdringu n g~­
kurve. In Fig.108 hat der Grundriß c' der Kurve c zwei Doppel-
punkte. Ein solcher I)oppelpunkt entsteht im Bilde einer Raumkurve
immer dann, wenn ein projizierender Strahl die Originalkurve zweimal
schneidet. - Rücken die beiden Schnittpunkte einander unendlich
nahe, berührt also der projizierende Strahl die Originalkurve in einem
Punkte P, so zieht sich im Bilde die zum Doppelpunkt gehörige Schleife
in den Punkt P' zusammen, d. h. die Bildkurve hat in P' einen R ü ck-
kehrpunkt.
7B
Jeder Punkt der ()riginalkurve, dessen Schmiegungsebene eine
projizierende Ebene ist, liefert im Bilde einen Wen depu n k t. Dann
entsprechen nämlich den drei unendlich nahen Punkten, welche die
Schmiegungsebene mit der Originalkurve gemein hat, auf der Bildkurve
drei unendlich nahe Punkte in einer Geraden. Dies gilt natürlich nicht
mehr, wenn die Schmiegungsebene eine gerade Anzahl unendlich naher
Punkte der Raumkurve enthält (Art. 88).
113. Unendlich ferne Punkte der Durchdringungskurve
entstehen als Schnittpunkte paralleler Mantellinien der beiden Kegel-
flächen. Um solche lVlantellinienpaare zu ermitteln, denken wir uns
den einen der beiden Kegel - in Fig.108 den Kegel K, weil dessen
Leitkurve k ein Kreis ist - parallel zu sich verschoben, bis seine Spitze
S mit der des anderen, T, zusammenfällt. Der verschobene Kegel
schneidet die TI) in einer Kurve kl ; dann sind ki und k zwei ähnliche
Figuren in paralleler Lage mit Q als Ähnlichkeitspunkt , und das Ver-
hältnis entsprechender Strecken ist == QT: QS. Ist k ein Kreis mit
dem lVlittelpunkte M, so liegt der l\Iittelpunkt Mt von k1 auf (JM, und
zwar so, daß 11M) 11 SlJI ist.
Bezeichnen wir mit PI einen Schnittpunkt von k1 und 1, mit P
den entsprechenden Punkt von k auf der Geraden QPt, so sind die
l'Iantellinien S 1) und '1 71 )1 parallel; ihre Berührungsebenen schneiden
sich also in der Tangente des zugehörigen unendlich fernen Punktes, d. h.
in einer A sy In p totedel' Durchdrlngungskurve. Diese ist 11 T PI und
geht durch den Schnittpunkt der Tangenten an k in P und an l in
Pt. - Da in Fig. 108 1.'1 und 1 einander nicht schneiden, so hat die
Kurve c keine (reellen) unendlich fernen Punkte.
--
Fig. 10~.
114. In Fig. 109, die nur den Grundriß darstellt, sind die Kegel
so gewählt, daß die Leitkurven kund leine gelneinsame 'I'angeute V ans
Q mit den Berührungspunkten }l
und G besitzen. Dann berühren S'sich die Kegelflächen im Schnitt-
punkte P von SJ? und T G,
und 1) ist die Grundrißspur der
gemeinschaftlichen Berührungs-
ebene. Nähert sich die durch
S T gelegte Hilfsebene dieser
Grenzlage , so fallen vier Punkte
der Durchdringungskurve cgleich-
zeitig in P -zusammen; P ist
daher ein Doppelpunkt von c.
Das erkennt man auch noch in //:-:.-. /'
folgender Weise: Jede durch P v
gehende Ebene schneidet die
beiden Kegelflächen in zwei Kurven, die sich in P berühren; in jeder
solchen Ebene zählt also P für zwei Schnittpunkte mit c. Diese Schluß-
weise gilt allgemein, nicht nur für Kegelflachen; wir erhalten da~ler
-den Satz: Berühren sich zwei :B'lächen in einem Punkte, so i s t
er ein Doppelpunkt ihrer l)urchdringungskurve.
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115. Durchdringung zweier Zylinderflächen, deren Leit-
kurven kund 1 in TI! liegen (Fig.110). Nach Art. lOH schneiden
wir die Zylinder mit Hilfsebenen, die zu den Mantellinien beider Flächen
Fig.110.
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parallel sind. Um die Richtung der Grundrißspuren solcher Ebenen zu
bestimmen, ziehen wir durch irgend einen Punkt im Raume zu den
Mantellinien die Parallelen 9 und h und ermitteln von der Ehene 9 h
die Grundrißspur GI HI •
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116. Durchdringung zweier geraden Kreiszy li n d er mi t
zueinander w i n d s ch i efe n Achsen aJ. TI} und b 1I TI2 und den
Grundkreisen 7c in TI} und l mit dem
Mittelpunkt 0 und den Durchmessern
AB 11 TI} und OD I1 TI2 (Fig.lll). Die
Durchdringungskurve c fällt im Grundriß
mit einem Teil von k zusammen, es handelt
sich also nur um die Konstruktion von
c". Die vorhin benutzten Hilfsebenen
sind gegenwärtig 11 TI2; wir bezeichnen
die durch b gelegte mit B, irgend eine
andere, deren Grundrißspur e1 sei, mit E.
Diese schneidet die Ebene von l in einer
Geraden n 1I CD und die Zylinder in
l\'lantellinien durch die Punkte E, F
== e1 X kund G, H == n X 1. Um G",
H" zu ermitteln, drehen wir den vorderen
Halbkreis 1 um CD in die Lage 10 11 Tl2 :
dann ist Abstand n~, C" D" = Abstand
e1 b' usw.
Wir konstruieren noch die T an gen tein irgend einem Punkte
von c, z, B. im Schnittpunkte P der durch E und G gehenden Mantel-
linien. Zu dem Zwecke ermitteln wir von den Berührungsebenen der
Zylinder in P E und P G ihre Schnittlinien mit B, u 11 a und v 11 b.
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Diese gehen durch die Schnittpunkte der Tangenten in p~' an k und in
G an 1 (d. h. in Go an 10) bzw. mit b' und CD. Der Schnittpunkt von
u" und ,," bestimmt den Aufriß der gesuchten Tangente.
Anstatt den Kreis l um CD in B umzulegen, kann man ihn durch
Drehung um AB in die Lage lO 11 TT t bringen. Kommt hierdurch G
nach GO, so ist GO' der Schnittpunkt von 10' mit el , und dann ist
0" G" ~ Abstand (;'0', A' B'.
117. Durchd ri ngung zweier geraden Kreisz ylinder mit
sich schneidenden Achsen. Die Zylinder sind in Fig.112 nur im
Grundriß gezeichnet, und zwar liegen
ihre Achsen a und b in Tll; die Grund-
kreise kund 1 sind gegeben durch ihre
in Tl] befindlichen Durchmesser AB J. a
und CDJ.b. Die durch die Endpunkte
gehenden l'Iantellinien bestimmen so-
fort vier Punkte 1, 2, 3, 4 der Durch-
dringungskurve c, die in hezug auf TI1
sy m rn e t r i s c h ist. Um weitere Punkte
von c' zu erhalten, schneiden wir die
Zylinder oberhalb TI] mit horizontalen
Hilfsebenen. Eine dieser Ebenen, im
Ahstande h von Tl1, trifft die Ebenen von kund l in den Geraden
m 11 AB und n 11 Cl); dabei ist Abstand 'In, AB = Abstand n, CD==h.
Die Schnittpunkte von m und n bzw. mit kund l finden wir durch
Umlegung der über AB und CD stehenden Halbkreise in Tll , usw.
Nach Art. lOH ist die Schnittlinie zweier Kegel- oder Zylinder-
flächen zweiter Ordnung eine Raumkurve vierter Ordnung; ihre
Projektionen sind also im allgemeinen ebene Kurven von derselben
Ordnung. Gegenwärtig ist aber jecler Punkt von c' der Grundriß
zweier Punkte von c. Legen wir daher durch irgend zwei Punkte P'
und Q' von c' eine Ebene J.TIl' so schneidet diese die Kurve c in viel'
Punkten, die paarweise denselben Grundriß P' oder Q' besitzen. Die
Gerade P' Q' hat folglich mit (~' keinen dritten Punkt gemein, und der
Grundriß der I)urchdringungskurve ist also von der z w e i t e n
Qrd n u ng. Er besteht aus zwei doppelt zählenden Bögen 12 und 34
einer Hyperbel, die a und b zu konjugierten Du rohmessern hat, denn
jede von beiden Geraden balbiert die zur andern parallelen Sehnen.
Betrachten wir nur die oberhalb TIt liegenden Halbzylinder, so
stellt die Figur die Durchdringung zweier Tonnengewölbe dar.
Haben die beiden Zylinder gleiche Radien, so berühren sie sich
in zwei Punkten V und W des im Schnittpunkte von a und b zu TI1
errichteten Lotes. Dann sind die Ellipsen, welche die Strecke V Wund
je eine Diagonale des Rhombus 1 2 3 4 zu Achsen haben, den heiden
Zylindern gemeinsam; die Durchdringungskurve zerfällt daher
in diese heiden :B~llipsen, also in zwei ebene Kurven. Dieser Fall
liegt z. B. beim Kreuzgewölbe und beim Klostergewölbe vor.
118. In Fig. 113 haben wir die beiden Zylinder durch zwei ge-
rade Kreiskegel ersetzt, deren Achsen 8JJ1" und TN in TrI liegen.
Um hier die Durchdringungskurve c zu konstruieren, bestimmen wir
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zunächst die Schnittpunkte Q und R der ~eraden ....~ T bzw .. lI1it
4
den in
TI befindlichen Durchmessern AB und CD der (Irundkrei se l: und l,
so~ie den Schnittpunkt O.von AB und CD; durch ihn g~ht .LTI! die
Schnittlinie i der Ebenen von kund 1. Durch Umlegung dieser Ebenen
in TI) kommt i in die Lagen i}.L 0 Q und i 2 .LOll; gleichzeitig gelangen
die oberen Halbkreise kund 1 nach ko und 10•
Eine durch S T gelegte Hilfsebene schneidet die Ebenen von k
und I in zwei durch Q und II gehenden Geraden, die sich in einem
Fig. 113. Punkte J von i treffen, in der
S R Umlegung in QJ1 und .1/'/2;
Q _--- T___ -- --/"7 dabei ist OJ1 == ()J2• DIe Ge-
,\", / -j/ raden QJ} und 1/ ~T2 bestimmen
"" / / auf ko und 10 die Ausgangs-
-, " / /
'\ "" / 1] / punkte der ~Iantellinien, in denen
'\~, / N r" die Hilfsehene die beiden Kegel
'\ M ;/1 schneidet.
»>. -~Bl;{Do --I 0 Die 'r a n gen tein einem
~ ')(=_~x/ Punkte von c ergibt sich wieder
/ " . als Schnittlinie der Berührungs-
i/ l» ebenen der beiden Kegel im be-
t trachteten Punkte. Von jeder
dieser Ebenen bestimme man zuerst ihre Schnittlinie mit d er zu-
gehörigen Grundkreisebene und daraus die Grundrißspur.
Man beweist wie bei der vorhergehenden Aufgabe, daß der Grund-
riß c' von c aus Teilen einer Kurve zweiter Ordnung besteht.
Anmerkung. Die Anwendung horizontaler Hilfsehenen ,. wie
in Art. 117, hätte hier keinen Sinn, denn solche Ebenen schneiden die
Kegel nach Hyperbeln.
119. Durchdringung eines geraden Kreiskegels mit e i n e m
geraden- Kreis zy linder, wen n die Ach sen beider Flächen zu-
einander windschief sind (Fig.114). Der Grundkreis k des Kegels
liegt in TI1; die Achse a des Zylinders ist I1 TI2, sein Grundkreis I be-
findet sich also in einer zu TI2 senkrechten Ebene 4> (fl f'J). \Vir ziehen
durch die Spitze S des Kegels eine Parallele zu a, bestimmen ihre
Schnittpunkte Q und R bzw. mit TI1 und <P und klappen die Ebene
<P in TI} um; dadurch gelangen l und II nach '0 und Ifo• Hierauf
legen wir als erste Spur einer durch S Q gehenden Hilfsebene durch Q
eine Gerade, die k in E und Fund fl in J schneidet; dann ist J 110
die lungeklappte Schnittlinie der Hilfsehene mit 4>. In ihren Schnitt-
punkten Go und 1/0 mit 10 bestimmen wir auf f'J. den Aufriß und ziehen
durch E, F und Go, 1/0 sowie durch I!]", I?" und G', /1" die Pro-
jektionen der Mantellinien, welche die Hilfsebene mit den beiden Flächen
gemein hat.
In Fig. 115 ist die Achse a des Zylinders II x. Konstruieren wir
hier den Seitenriß auf eine TI3 .La, die in TI t umgelegt wird, so fällt die
dritte Projektion der Durchdringungskurve c mit einem Teil von I'"
zusammen; um also die Schnittpunkte einer beliebigen Mantellinie des
Kegels mit dem Zylinder zu bestimmen, brauchen wir diese Mantellinie
nur im Seitenriß zu zeichnen. So ermitteln wir insbesondere die Punkte
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von C auf den zweiten und dritten Umrißlinien des Kegels, sowie
auf den Mantellinien, die den Zylinder berühren. Die Konstruktions-
Fig.114.
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linien ändern sich nicht, wenn wir, wie bei der vorhergehenden Figur,
durch die ~pitze des Kegels eine Parallele zu a ziehen und durch diese
Gerade eine Schar von Hilfs-
ebenen legen.
Im vorliegenden Falle können
wir aber, abweichend von der
allgemeinen Regel, auch hori-
zon tale Hilfsebenen benutzen.
Solche Ebenen schneiden nämlich
den Kegel in Kreisen und den
Zylinder in Paaren von Mantel-
linien, die aus dem Seitenriß
leicht bestimmt werden können.
Dieses Verfahren eignet sich be-
sonders zur Ermittelung der
Punkte von c auf den ersten
und zweiten Umrißlinien des
Zylinders.
120. H ilfsebenen senk-
rech t zur Kegelac h se erweisen
sich gleichfalls als vorteilhaft bei der in Fig. 116 dargestellten Durch-
dringung, wie sie bei l\'Iaschinenteilen häufig vorkommt. Hier ist die
Achse a des geraden Kreiszylinders .LTI!; die Achse b des geraden
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Pig.116.
a'
abgestumpften Kreiskegels schneidet a rechtwinklig und ist außerde?l
[I TT2• Der Grundriß der Durchclringungskurve c fällt in den Grundkreis
des Zylinders. Daraus finden wir zunächst die Punkte von e" auf
solchen l'lantellinien des Kegels, die zu einer der Projektionsebenen
parallel sind. Eine Hilfsebene ..L b schneidet
den Kegel in einem Kreise. Die auf ihm
liegenden Punkte von c sind im Grundri ß
bekannt, wir erhalten sie daher im Aufriß
/ " wie in A.rt. 81 mittels eines Seitenris8es. -( hIlf \
\ - -0 J Die Kurve c ist in bezug auf die Ebene
',--.,// ab symmetrisch, ihr Aufriß besteht daher
aus zwei Teilen einer Hyperbel (vgl.
Art. 117).
121. In Fig. 117 ist die Achse b des
geraden Kreiskegels gegen TIt geneigt ~
aber wie vorher 11 TT2, und sie schneidet die
Achse a des aufrecht stehenden geraden
Kreiszylinders (zy li n d r i s ch e Kan ne mi t
konischer Schnauze). Vom Kegel ist die Spitze S und der Grund-
kreis l durch einen Durchmesser CD 11 TI2 gegeben. Der Grundriß der
Durchdringungskurve c fällt wieder in den Grundkreis lc des Zylinders,
wir erhalten daher c", indem wir eine Reihe von Kegelmantellinien in
Fig.117.
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Grund - und Aufriß zeichnen und die Schnittpunkte ihrer ersten Pro-
jektionen mit k ermitteln. Ist S" P" der Aufriß einer beliebisren Mantel-
linie, die 1 in P schneidet, so finden wir den Punkt P', indem wir den
vorderen Halbkreis 1 um CD in die Lage 1· 11 TI drehen· dadurch
k t 1) h P (P" " .1 " " 0 2 ,omm nac 0 Po CD), und dann ist Abstand P' b' == P" P~'.
l\tlit S' P' deckt sich der Grundriß einer zweiten Kegelmantellinie
S Q, deren .A ufriß man in folgender Weise ermittelt: Die erste pro.-
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jizierend e }1~bene von S]-) schneidet die :Ebene von l in der Verbindung~­
linie von ]J mit dem Schnittpunkte Z von S S' und CD, und die Ge-
rade P Z trifft 1 zum zweitenmal in Q; Q;; ist also der zweite Schnittpunkt
von 1)(;' X" mit l~'. Die auf SP und S Q liegenden Punkte von c
haben denselben Grundriß. - IHan bestimrne insbesondere die erstell
Umrißlinien des Kegels mittels der 'rangente aus Z" an l~, sowie 'die
zugehörigen Punkte von c. •
Die Kurve c" ist abermals ein Hyperbelbogen.
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122. Durchdringung eines halben geradenI{reiszylinders,
dessen Man tellinien 11 x sind, mit einem schiefen Kr e i s k eg e l ,
dessen Leitkurve - der
Halbkreis l - 11 TT2 liegt
(T 0 n n eng e w ö1b e mit k 0 ni - s_"~_
scher Stichkappe, Fig.118). ~~~""
Die Durchdringungskurve c \\~\:
fällt im Seitenriß in den Grund- \ \
\kreis k des Zylinders, ihr Auf- A"'·-
riß ergibt sich daher, indem
man genügend viele Mantel-
linien des Kegels in heiden
Projektionen zeichnet. }[an
kann aber auch Hilfsebenen
11 TT2 benutzen, die man zu-
erst im Seitenriß angibt; sie schneiden den Zylinder in Mantellinien und
den ]{egel in Halbkreisen, deren Aufriß sofort konstruiert werden kann.
Als Fortsetzung der Kurve c ermittle man noch die elliptischen
Schnitte des Zylinders mit vertikalen Ebenen durch die letzten Kegel-
rnantellinien SA und SB, am einfachsten mit Hilfe von Geraden,
welche die Punkte der durch A und B gehenden Vertikalen mit der
Spitze S verbinden.
123. So nd er fäll e bei der Dur c h d r in gun g z w eie r K eg e 1-
flächen z w e i t e r Ordnung. a) Wenn zwei Kegelflächen zweiter
Ordn ung (mi t vers chiedenen Spi tz en) eine Fig. 119.
}Iantellinie gemein haben, so durchdringen
sie sich überdies ineinerRaumkurve dritter
Or d nun g. Fig. 119 zeigt zwei solche Kegel, deren
Leitkurven kund l in der Zeichenebene liegen,
in Parallelprojektion auf diese Ebene. Der früher
mit Q bezeichnete Spurpunkt der Verbindungs-
linie der. Spitzen Sund T liegt jetzt sowohl auf
k, als auch auf 1. Die Konstruktion der Durch- k
dringungskurve bleibt dieselbe wie in Art. 111.
Die Kurve geht durch die beiden Spitzen. -- Da Q
es Raumkurven erster oder zweiter Ordnung nicht
gibtI), so haben die Raumkurven dritter Ordnung für die Geometrie
des Raumes eine ähnliche Bedeutung, wie die Kegelschnitte für die
1) Zwei windschiefe Geraden bilden eine uneigentliche Raumkurve zweiter
Ordnung.
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Geometrie der Ebene; man bezeichnet sie deshalb auch zuweilen als
ku b i sc h e Kegelschnitte., .
b) Berühren sich die beiden Kegelflächen in der g e m er n-
s a m en Mantellinie, so ist der Rest der Du r ch d r i n g u n g s k u r v e
ein Kegelschnitt. Dieser Fall tritt in Fig.119 ein, wenn die Kegel-
schnitte kund l sich im Punkte Q berühren.
Zu einem Beispiel einer solchen Durchdringung, das auch prak-
tisch nicht ohne Bedeutung ist, gelangt man in folgender V\Teise (Fig. 120).
Durch Drehung des in der Zeichenebene liegenden rechtwinkligen Drei-
Fig.120. ecks SMT bzw. um seine Katheten lJlS und lJl11
entstehen zwei gerade Kreiskegel 1 und 11, die
n wEsich längs der gemeinsamen ·};lantellinie S T be-
I \: M rühren; sie schneiden die Zeichenebene noch in
0'21X' ~ /7 V den parallelen Geraden S V und T W Fällen wir
Ast von M auf S T das Lot JYI A und ziehen durch
seinen Fußpunkt die Gerade A E 11 S ~ so schneidet
die Ebene E, die durch A EJ senkrecht zur Zeichenebene gelegt wird, die
beiden Kegelflächen in zwei Parabeln Pt und P2 mit dem Scheitel A
und der Achse AE. Um ihre Brennpunkte I?) und F2 zu bestimmen,
benutzen wir die beiden Kugeln, welche die Kegel in je einem Kreise
und außerdem die Ebene E berühren (Art. 104). Ihre Mittelpunkte 0 1
und O2 liegen auf SlJI und '1'M, und zwar ist A 0 1 11 TlJf und A O2 11 SM.
Dann sind F 1 und Ji'2 die Fußpunkte der von 01 und ()2 auf AEJ ge-
fällten Lote. Bezeichnen wir aber mit B den Schnittpunkt von A O2
und T ll~, so ist 01 O2 I1 MB, also J. T W und folglich auch J.A E, d. h.
die Brennpunkte F t und F 2 sind identi sch mit dem Schnittpunkte F
von 0 102 und AE. Demnach fallen auch die Parabeln PI und P2 zu-
sammen, d. h. die Kegelflächen durchdringen sich in der sen k-
F· 121 I' e c h t zur Z ei c h e n f I ä chel i e gen den
19.. Parabel mit dem Scheitel A und dem
Brennpunkte F. Denken wir uns daher
den Kegel lais Hohlform ausgebildet
und den Kegel 11 mi t Masse erfüll t, so
darf seine Mantellinie nicht größer an-
genomlnen werden als die Strecke TA,
wenn er in der Hohlform Platz finden
soll.
c) Enthalten die beiden Kegel-
flächen denselben Kegelschnitt lc, aber
keine gemeinsame Mantellinie, so haben
sie a u ß erd e In n 0 c h ein e n z we i t e n K e ge}-
schnitt miteinander gemein (Fig. 121).
I)ieser Kegelschnitt geht durch die 13erührungspunkte der Tangenten
aus dem Spurpul1kte Q von S T an k; in beiden Punkten haben die
KegelHächen gemeinsame Berührungsebenen. Umgekehrt gilt der Satz:
We n n zwei Kege lf l ä ch en z w eiter Ord nu ng sich in zwei
Punkten berühren, so zerfällt ihre DurchdrinO'ungskurve in
zwei Kegelschnitte (vgl. Art. 117, Schluß). 0
d) Haben zwei Kegelflächen zweiterOrdnung gemeinsame Spitze, so zer-
fällt ihre Ilurchdril1gungskurve in vier (reelle oder imaginärej Mantellinien.
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Sc h ln.g s ohut t e n auf Kegel- u n d Zylinderflächen, s o w i e auf
k r u m m e n .F1ä c he n üb e rh a u pt.
124. l)ie (il'en7.linie des Schlagschattens, den eine krumme Flächt,
A bei Parallelbeleuchtung von einer anderen Fläche B empfängt. ist
ein Teil der IJurchdringungskurve von A mit dem Lichtstrahlenzylinder.
der die Eigenschattengrenze bzw, den B,and von B zur Leitkurve hat.
'ViI' konstruieren sie entweder nach dem d i r ek te n oder nach dern
indirekten Verfahren (Art. 69 und 70).
1. Beim dir e k t e 11 Verfahren ermitteln wir VOll den die Fläche B
streifenden Lichtstrahlen unter Anwendung geeigneter Hilfsebenen die
Punkte, in denen sie die Fläche A zum ersten Male schneiden. - Legen
wir durch beide Flächen eine Reihe von Ebenen parallel zur ersten
projizierenden Ebene des gegebenen Lichtstrahles 1, so schneidet jede
von ihnen A und B bzw, in zwei Kurven a und b. Ilann treffen die
Tangenten, die wir 111" an b" ziehen, die Kurve a" in Punkten der
zweiten Projektion der gesuchten Schlagschattengrenze. Dieses Ver-
fahren liefert zugleich - im allgemeinen wenig genau -- in den Be-
rührungspunkten der zu I" parallelen Tangenten von a'' und b" eine
Reihe von Pu nkten der Eigenschattengrenzen beider Flächen.
II. DIn nach dem indirekten Verfahren den Schlagschatten VOll
B auf A zu finden, konstruieren wir von B und von einer Schar passend
gewählter .Kurven von A den Schlagschatten auf eine der Projektions-
ebenen, z. B. auf TI1. Bezeichnet i eine Kurve der Schar, ih ihren
Schatten auf TII , l)h einen Schnittpunkt von ih mit der Schlagschatten-
grenze von B, so bestimmt der durch Pi, rückwärts gezogene Licht-
strahl auf i einen Punkt 1), und dieser gehört zur Grenze des auf A
geworfenen Schlagschattens, falls er sich im beleuchteten Teile der
Fläche A befindet. - Ist A eine Kegel- oder Zylinderfläche, so
ersetzen wir jene Kurvenschar naturgemäß durch Mantellinien des be-
leuchteten Flächenteils. Bei der Konstruktion des Schlagschattens
auf einer Kugel benutzen wir als Hilfskurven eine Schar horizontaler
I{reise usw,
125. Trifft die Grenzlinie des auf die Fläche A fallendeIl
Sc h 1a g s chat t e n s d i e Ei gen s c hat t eng ren z e der F 1ä ch e i 11 ein e III
Punkte Q, so ist die 'rangente der Schlagschattengl'€nze in
Q den Lichtstrahlen parallel. Im allgemeinen wird nämlich der
Lichtstrahl, der in einem Punkte der Schlagschattengrellze die Fläche
A trifft, in diese eindringen und sie mindestens noch einmal schneiden.
Aber der durch (J gehende Lichtstrahl berührt A an der betraehtetell
Stelle, hat also mit der Fläche und folglich mit der Durchdriugungs-
kurve, von der die Schlagschattengrenze einen Teil bildet, zwei zu-
samlnenfallende Punkte gemein.
126. Dur ch d r in gen s i ch die F 1ä che n A und Bill d er
Kurve c, und trifft diese die J1~igenschattengrenze S VOll B
i m P unk t e IJ s 0 b e r ü h I' t die (i I' e n z1i nie s* des von Bauf A
geworfenen SchlaO'schattens die Kurve c in P. Denn s, ist ein
ffeil der Durchdring~ngskurye von A mit dem Lichtstrahlenzylindel'~
Müll er, Darstellende Geometrie. 6
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128. Schlagschatten eines ge-
raden Kreiskegels auf eine Halb-
kugel, wenn die Grundkreise kund
tt der beiden Flächen sich in TT1 be-
finden (Fig. 123). Wir konstruieren
zunächst von der Spitze S des Kegels
den Schatten SIt auf TI}; dann sind
die rrangenten aus S" an k die Grenzen
des Kegelechattens auf TIl' und ihre
Berührungspunkte E und F bestimmen
die Eigenschattengrenzen des Kegels.
Die Berührungsebenen des Kegels längs
SE und SI/' schneiden die Halb-
kugel in zw~i Kreisbögen, den Grenzen des auf ihr erzeugten Schlag-
schattens ; diese beginnen in den Schnittpunkten (1 und 11 von ~t bzw.
mit Sh 1~' und Sh F und treffen sich im Schatten S* von S, falls der
Lichtstrahl S Sh die Halbkugel schneidet. Der Punkt S* wird nach
der B in s berührt, folglich ergibt sich die 'l'angente von s* in 1) als
Schnittlinie der zugehörigen Berührungsebeuen an A und den Zylinder.
Die Zylinderberührungsebene ist aber identisch mit der Berührungs-
ebene von B in P, .und diese schneidet die 13erührungsebene von A in
der Tangente von c.
127. Schattenkon~truktion bei e i n e m aufrecht stehenden
~eradenKreiszylinder m i t quadratischer Deckplatte (Fig.122).
Der Schlagschatten der zu X parallelen Kante AB
auf den Zylinder ist ein Ellipsenbogen, nämlich
~ der Schnitt des Zylinders mit der durch A B
1""A"Ir--r.-~-r-I B" gelegten Lichtstrahlenebene E. Man erhält ihn
nach dem direkten Verfahren, indem man durch
eine Reihe von Punkten A, _P ••. der Kante Licht-
." strahlen zieht und deren Schnittpunkte A *' lJ* . . .
D'~---C' mit der Zylinderßäche ermittelt, Der Bogen hat
seinen Endpunkt Q* auf der Eigenschattengrenze
des Zylinders und wird in dieseln Punkte vorn
Lichtstrahl Q Q* berührt (Art. 125).
Für Licht in der Richtung der Würfeldia-
gonale ist die Ebene E parallel zur Halbierungs-
ebene H1 des von der + TI! mit der + TT2 ge-
bildeten Winkels. Nach Art. 8 sind aber Grund- und Aufriß je Ier in
H! liegenden Figur in bezug auf x symmetrisch; für jede Figur in E
sind also ihre beiden Projektionen ungleichsinnig kongruent, mithin
ergibt sich als Aufriß des Ellipsen-
bogens .A * Q* ein Kreisbogen von dem-
selben Radius, wie der Grundkreis k:
des Zylinders; sein Mittelpunkt liegt im
Aufriß der Zylinderachse und hat von
A" R" denselben Abstand, wie der
Mittelpunkt von k von der Geraden
A'B'.
Fig.124.
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dem direkten Verfahren gefunden: Die erste projizierende Ebene von
S Sh schneidet die Halbkugel in einem Halbkreise i; durch Uiulegung
in TI1 ergibt sich 8*0 als Schnittpunkt von 808ft mit io (Art.S5). UnI
von den Kreisbögen 8* (-; und S*H eine Reihe von Z,vischenpunkten
zu ermitteln, benutzen wir das indirekte Verfahren. Zu dem Zwecke
konstruieren wir von einern horizontalen Kreise p der Halbkugel den
Schatten Ph auf TIl' indem wir von seinem Mittelpunkte 0 den Schatten
Oh bestimmen. Dann erhalten wir aus den Schnittpunkten von PIt mit
den Geraden ShE und 8h F durch Zurückprojizieren in der Licht-
richtung auf p zwei Punkte der gesuchten :Kreisbögen.
Die Konstruktion der Eigenschattengrenze s der Halbkugel ge-
staltet sich hier etwas einfacher als in Art. S7. Schneiden wir uämlich
die Halbkugel mit der ersten projizierenden Ebene des durch den Mittel-
punkt lJL gehenden Lichtstrahls in einem Halbkreise w und ziehen an
diesen in der Lichtrichtung eine Tangente, so ist der Gruudriß C' des
Berührungspunktes () bekanntlich ein Endpunkt der kleinen Achse der
Ellipse s'. Legen wir nun die projizierende Ebene in die TI] um , HO
fällt w auf 1~; ziehen wir daher an u die Tangente Co eh 11 So Sh, so ist
Co Cf 1\ So S'. Die Tangente liefert auf lJICf sofort den Endpunkt eh
der großen Achse der Schlagschattengrenze Sh.
129. Kon stru ktio 11 des Sc hlag sc ha ttens, den d er eben e
Rand eines hohlen geraden Kreiskegels auf die Innenseite
der Kegelfläche wirft. In Fig. 124 befindet sich der Kreis k, der
den Rand des Kegels bildet, in einer horizontalen
Ebene E; die Spitze S des Kegels liegt unterhalb
E in Tll' und der durch S gehende Lichtstrahl
schneidet E in I,. Ziehen wir aus L an k Tan-
genten mit den Berührungspunkten E und F, so
sind SE und SF die Eigenschattengrenzen des
Kegels, und zwar ist der zwischen ihnen liegende,
dem Punkte L zugewendete Teil der Fläche außen
beleuchtet und innen im Eigenschatten.
Der durch k gelegte Lichtstrahlenzylinder
schneidet nach Art. 123 c den Kegel in einem
zweiten Kegelschnitt »; d. h. in einer Ellipse,
da auf einern Kreiszylinder weder Paraheln, noch
.H-yperbeln liegen. Die beiden Flächen berühren
einander in E und F, folglich geht k* durch diese
Punkte. Der schattenwerfende 130gen des Kreises k reicht also VOll
J1J bis F, und sein Schlagschatten ist der durch dieselben Punkte he-
grenzte Ellipsenbogen k*.
In gleicher Weise ergibt sich allgemein der Satz: Der Schlag-
schatten eines ebenen Randes einer FLä ch e z w e i t e r Ord n u n g
auf diese Fläche ist ein Kegelschnitt, der VOll den Schnitt-
punkten der Randkurve mit der Eigenschattengrenzp
ausgeht.
Um den Ellipsenbogen k* zu konstruieren, ziehen wir durch irgelld
einen Punkt P des schattenwerfenden Kreisbogens den Lichtstrahl J)<
und ermitteln seinen zweiten Schnittpunkt 1)* mit der Kegelfiäche: Die
6;::
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Ebene durch p und S schneidet E in der Geraden .LJ). 'l'rifl't die~e
den Kreis k zum zweiten Male in Q, so hat die Ebene 1)S mit deiu
Kegel die l\fantellinie SQ gemein, und dann ist 1'* der Schnittpunkt
VOll p mit BQ. - Die Tangente von k* in P* ist die Schnittlinie der
Ebene von k* rnit der Berührungsebene des Kegels iu P*. Diese Eheneu
schneiden E in EJ/,' und in der Tangente von k in Q; die gesueht.~
Tangente geht also durch den Schnittpunkt beider Geraden. Durch
denselben Punkt geht auch die Tangente von l; in P als Schnittlini~
von E mit der Berührungsebene des Lichtstrahlenzylinder« inder
~Iantelliniep.
Der Ellipsenbogen k* ist symmetrisch in bezug auf die erste pro-
jizierende Ebene der Geraden L S; der lvIittelpunkt G des Krei shogen ~
E I? erzeugt daher als seinen Schatten G* den Scheitel von k*. Wir
konstruieren den Punkt G* zuerst im Aufriß, oder durch Drehung
jener ersten projizierenden Ebene um die Kegelachse, bis sie 11 TI2 wi rd.
130. K0 n s tr u k ti 0 n d es In n e n sc hat t e TI s he i ei II e m ho h 1e 11
geraden Kreiszylinder, der durch die Kreise kund k1 mit den
Mittelpunkten 1J[ und ];[1 begrenzt wird. Die Lichtrichtung ist durch
den Strahl l gegeben.
a) Die Zylinderachse MlJf1 ist 1.n; eFig. 125). \\Tir be-
stimmen zunächst die Eigenschatt.engrenzen E 1!J1 und El", mittels
Fig.125.
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rrallgenten 111' an k', Der Schlagschabton , den der obere Rand k auf
die Innenseite der Zylinderfläche wirft, ist nach Art. 129 eine HaI b-
e l l i Pse k; mit El/ als Durchmesser. Von einem beliebigen Punkte P
von k erhalten wir sofort den Schatten P*, indem wir P' P; 11 1' bis k'
ziehen, So ermitteln wir insbesondere den auf dieUmrißlinie B BI
fallenden Schatten. - Die Ellipse lc; ist perspektiv affin zu lc: kon-
struieren wir daher zum Endpunkte ()- des auf EF senkrechten Durch-
messers von k den Schatten G*, so sind 1J[ID und J.1I1 li* zwei kon-
jugierte Durchmesser von k:l<'
L'
b)1> j f' .A c h s e ...11 j111 ist 11 TI1 , aber ge gell TI2 beliebig ge-
n ei g t CFig. 126). Projizieren wir kund l auf eine TI31. .111.11/1 , so finden
\V11' die Eigenschattengrenze und den Innenschatten des Zylinders mit
Hilfe des Seitenrisses in derselben Weise wie unter a),
vViI' können aber die Aufgabe auch ohne Seitenriß lösen: Sei E
die Ebene des Kreises k; AB der horizontale, CD der vertikale Durch-
messer. Ziehen wir durch irgend einen Punkt von k, z. B. durch C.
den Lichtstr-ahl c, so erhalten wir seinen zweiten Schnittpunkt C* mit
dem Zylinder, indem wir durch c und die llantellinie Ct\ eine l~hene
r legen und die Mantellinie bestimmen , in der r den Zylinder noch-
mals schneidet. Zu dem Zwecke ziehen wir cl urch einen beliehigen
Punkt n von 0 Cl den Lichtstrahl U V bis zur Ebene E, also ll' V' 11 7'
bis A' B', dann ist C V die Schnittlinie von r mit E - oder der Schatten
von 0 Cl auf E. Trifft C V den Kreis k in v~ so hat die :l1:bene r mit
dem Zylinder die l\;lantellinie W ll~ gemein, und diese schneidet c in C;;:.
Für irgend einen anderen Punkt 1:1 von k ist die Ebene durch den zu-
gehörigen Lichtstrahl p und die Mantellinie P ])1 11 r; um also im Aufriß
den Schatten r, von P zu ermitteln, ziehen wir einfach P" Q" 11 c" TlT"
bis k" und Q" ]J;' 11 x bis 1/'. Auf diese Weise ergibt sich u. a. der
Berührungspunkt VOll k~ mit der Umrißlinie D" D~. - Die Tangenten
an k" 11 0" tV" liefern die Ausgangspunkte E" Fig-.127.
und ]?" der zweiten Projektionen der Eigen- '~"L
schattengrenzen des Zylinders, wie auch der
Halbellipse k~'. M"S=:y
,1'
131. Innenschatten bei einer hohlen
Ha] h kuge 1. 1n Fig.127 ist der Randkreis u 11 TI] ;
I hezeichnet den durch den Mittelpunkt 1Y1 ge-
legten Lichtstrahl. Die Ebene der Eigenschatten-
grenze geht bekann tlich durch M 1.1 und schneidet
u in dem auf l' senkrechten Durchmesser AB. Der
Schlagschatten U'*' den die Hälfte des Kreises u
in die Hohlkugel wirft, ist also ein Kegelschnitts-
bogen zwischen den Endpunkten A und B, d. h.
ein Halbkreis m.it AB als Durchmesser , sein
Grundriß eine Halbellipse mit der großen Achse
.. ,1 'B'. Die erste projizierende Ebene von l schneidet die Halbkugel in
einem Halbkreis to und den sohattenwerfenden Rand in J~l. Der durch
l~ gehende Lichtstrahl trifft w nochmals in E*; dann ist. E: der End-
punkt der kleinen Halhachse von n:. Wir konstruieren ihn, indem wir
die erste projizierende Ebelle von l um den vertikalen 1(ugeldurch-
messer drehen, bis sie 11 TI2 wird, oder auch mittels einer TI3~ die
zu jener projizierenden Ebene parallel ist (vgl. Art. 87).
132. In 11 e 11 sc hat t e n bei ein er lVI aue r n i s che, die d ur c 11 ein e 11
h alben geraden Kreiszylinder und eine ihn überdeckende
,riertelkugel begrenzt wird (Fig.128). Der zu TT2 parallele R,and-
kreis k erzeugt in der Halbkugel einen kreisförmigen Schatten '~*' der. ---
nnter Vertauschung von Grund- und Aufriß - ebenso konstruiert wird,
wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Er beginnt also im Punkte ../t
von k, dessen Tangente zu l" parallel ist, und projiziert sich im Aufriß
i'
c'
])"
-~---I Jf;
------~1'-··-
als Ellipsenbogen mit der großen Halbachs~ M" ~". \Veite,l:e Punkte
dieses Bogens werden auch in folgender .Wt:Hse. gef.lIndeu : 11~I~le E.bene
E 11 TI mit der Grundrißspur e1 schneidet die Viertelkugel In einem
2 Halbkreise i. Der Schatten von kauf E ist ein
E'ig. 128. zu k kongruenter Halbkreis k; sein l\littelpunkt
1" k"
1J;I1 der Schatten von llJ. Dann geht !c* durch
den Schnittpunkt von k 1 mit i.
Die Schattengrenze k* reicht bis zu ihrem
Schnittpunkte B* mit dem horizontalen Halb-
kreise u, in dem sich Viertelkugel und Halb-
zylinder berühren. Der durch B* gehende
Lichtstrahl schneidet k in einem Punkte B.
Dann fällt der Schatten des Bogens B C von k
in den Hohlzylinder und ist ein Teil einer
Raumkurve vierter Ordnung. Wir konstruieren
ihn, indem wir von einigen Punkten des Bogens
die durch sie gehenden Lichtstrahlen in Grund-
und Aufriß zeichnen und ihre Schnittpunkte
mit dem Zylinder ·bestimmen. Die Kurve B* C* herührt in B* den
Kreisbogen A* R*, weil Kugel und Zylinder in IJ* dieselbe Berührungs-
ebene haben, und sie berührt in C* den Schatten der l\fantellinie CD.
VII. Umdrehungs:flächen.
.Eigenschaften der Umdrehungsflächen. Berüh r u n g s e he n e n
und ebene Schnitte.
133. EineUmdrehungsfläche (Dreh fl ä c h e, Ro ta tion s-
fläche) entsteht, wenn eine unveränderliche Kurve sieh um
eine feste Gerade dreht, bis sie in ihre ursprüngliche La~e
»ur ückkom m t, Die Kurve heißt die Erzeugende, die feste Gerade
die Achse derUrndrehungsfläche. Jeder PuY{kt der Erzeugenden be-
schreibt bei der Drehung einen Parallelkreis der Flache, dessen
Ebene auf der Achse senkrecht steht, und dessen Mittelpunkt auf der
A('hse liegt.
Jede auf der Fläche liegende Kurve, die jeden Parallelkreis schneidet,
ka un als ~~rzeugende der Fläche betrachtet werden.
Jede durch die Achse gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer
Mpridiankurve. Alle Meridiankurven sind kongruent und
~ymmetrisch in bezug auf die Achse, wie sich sofort ergibt, wenn
ma.n eine Meridiankurve als :BJrzeugende auffaßt.
134. Sei a die Achse, m die Meridiankurve einer Umdrehungs-
tlä,che, 1) ein beliebiger Punkt von m 1jS die zurrehörirre rrallgente
(Fig. 129). Durch ~ geht ein Parallelkreis p; sein "'Mittel~unkt Q ist
der Fußpunkr ?es Lotes von P auf a. Die Tangenten in P an mund
p b.estunmen die Berührungsebene T der Fläche in P. Da die Paralle1-
kreistangent« auf der Meridianebene senkrecht steht, so gilt dasselbe
VO~l der ~bene T, d.h.: Die Berührungsebene einer Umdrehungs-
flHche i s t senkrecht auf der l'Ieridianebene deR Berührungs-
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punktes. Deshalb fällt die Flächennornutle In L) zusammen mit
der l\tleridiannormalen 1)o.
Beschreiben wir um den Schnittpunkt 0 von PO und a einen
Kreis mit dem Radius OlJ und drehen die ganze so erhaltene Figur
um (1" so erzeugt 1)Seinen Kegel und der Kreis eine Kugel, ~-'ig. 12~.
und dann ergibt sich der Satz: Jede Urndrehungs-
fläche wird längs e i n e s Parallelkreises von einem
Umdreh u n g ske g e l und vo n ei ner K uge I berü h r t , S
deren Mittelpunkte auf der Aehse liegen. - Sie
wird 1ä n g s je der Me r i dia n kur v e von ein e In Z y1i 11 der
berührt, dessen l\rlantellinien auf d e r Meridian-
e he n e s e n k r-ec h t s t e h e n.
135. D Cl, r s tell u n gei u e I' U In d r e h u 11g s f I ä c h p ~
deren Achse a auf TI1 senkrecht steht (Fig, 130).
In der zu TI2 parallelen Meridianebeue Mo sei die Meridiaukurve mo
gegeben; sie bildet den zweiten wahren Umriß der Fläche und soll
deshalb als Umriß- oder Hauptmeridian bezeichnet werden, Zum
zweiten Umriß gehören außerdem die Parallelkreise derjenigen Punkte
von "'o, deren Tangenten auf a senkrecht stehen. Der ersteUmriß
besteht aus den l)a~allelkreisen solcher Punkte von
rno, deren 'I'angenten 11 a sind.
Ist der Punkt 1) der ITrndrehungsfläche durch
seinen Grundt-iß IJ' gegeben, so finden wir seinen
Aufriß mit Hilfe des Parallelkreises p, der durch P
geht, und dessen Grundriß p' bekannt ist.
Die Berührungsebene T der Fläche in P ist
nach dem Vorigen durch Parallelkreis- und Meridian-
tangente von 1) bestitnmt. Drehen wir die durch P
gehende Meridiankurve um G, bis sie mit m; zusammen-
fällt, so gelangt P nach IJo, und die zugehörige
Meridiantangente wird zur Tangente von mo in Po·
T)iese möge a in S und Tl} in R o schneiden;
machen wir dann auf a' P' die Strecke a' R == Ab-
stand R~ a", so ist II der erste Spurpunkt der
Meridiantangente in P. Die erste Spur t} von T
geht durch II parallel zur Parallelkreistangente in I',
also .La' R. Trifft'} die durch a' zu x gezogene
Parallele in T so ist S T die in der Ebene Mo liegende
Hauptlinie vo'n T, mithin t2 11 S" T". - })ie Gerade
S T kann auch ohne vorhergehende Bsstimmuug VOll
t} unmittelbar konstruiert werden. Ziehen wir näm-
lich 1)~' 0" .1.. JJ~' S" bis a", so ist 1)" 0" der Aufriß
der Flächennormale 'in P, also S" T" J.. P" o:
Ist statt des Meridians eine beliebige Kurve
c(c'e") als Erzeugende der Fläche gegeben, so er- .
halten wir m indem wir für eine Reihe von Punkten auf c die durch
Hie gehenden °parallelkreise in Grund- und Aufriß zeichnen (Fig. 131).
136 A f b Den Sc h n i t t einer Umdrehungsfläch~,• u ga e. . .
der e n A c 11 R e a J.. Tl1 ist, mit der Eben e E (e1e2 ) zu k 0 n s t r u H~ r ~ n
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(1?ig.132). Die Schnittkurve l: ist symmetrisch i n hezug auf die Schnitt-
linie f von E mit der auf Cl senkrechten lrel'idialH~lH'lln M, ihr Grund-
riß k' also symmetrisch in bezug auf das Lot 1" VOll a' auf Cl' Um l
zu ermitteln, bestimmen wir den Schnittpunkt A von a mit E: Die
Ebene Mo des Umrißmeridians 1no schneidet E in einer zweiten Haupt-
linie h, und diese trifft a in vl, Dann ist ( die -Y'"erbind ungslinie von
A mit dem Schnittpunkte B von t' und eI . - Auf ( befindet sich der
höchste und der tiefste Punkt der Kurve k: sie sind die Schnittpunkte
C und D von f mit der in M liegenden Meridiankm-ve ni. Wir kou-
struieren zunächst diese ausgezeichneten Punkte VOll lt , indem wir die
Ebene M um a drehen, bis sie mit Mo zusammenfällt, I lahei gelangt 1Jt
Fig.132.
a"
I
Fig. 133.
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nach mo, B nach Bo, und die Gerade A"B~ schneidet n,b' in C~' undD~. Hieraus ergibt sich z, B. C' mittels a' (J' == Abstand C~'a". Die
Tangenten von k in C und D sind 11 el .
Weitere Punkte von l; werden mi ttels horizontaler Hilfsebenen
gefunden, die zwischen C und D beliebig angenommen werden. Eine
sol~he .Ebene schneidet die Fläche in einem Parallelkreise p, die Ebene
E In einer ersten Hauptlinie, und diese trifft p in zwei Punkten P und
Q von k. In der angegebenen Weise ermitteln wir u. a. die Punkte
von k im ersten Uniriß der Fläche; die Punkte im zweiten Umriß liegen
auf der Geraden h,
Die Tangen te von k im Punkte P ist die Schnittlinie von E mit
der ..Berührungsebene der Fläche in P. Dabei genügt es, von dieser
:Beruhr~~gsebene entweder die erste Spur, oder die in Mo liegende
Hauptlinie zu konstruieren.
In Fig. 133 ist a 11 x und E "TI2 es handelt sich also nur um die
Konstruktion von k". Die zu TI1 par'allele Meridiankurve m liefert 50-
f.ort. die auf a" liegenden Punkte C", D". Die Punkte auf einem be-
hebIgen Parallelkreise p ergeben sich mittels eines Seitenrisses auf eiue
TTsJ.aj dabei ist Abstand e3a'II = Abstand ««.
Fig-. 1:)4.
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137. :-:; ch 11i t t ein e r Um dI' eh u 11g s f I ä cheIn i t ein e r ihr e l'
Be r ü h r u n g aohe n e n CFig.134). Ist die ~Ieridiallkurve m im Punkte
P konkav gegen die Achse a, so hat die Berührungsebene T dieses
Punktes in seiner nächsten Umgebung keinen Punkt mit der Fläche
gelnein. Sie schneidet die Fläche in ihrem weiteren Verlaufe in einer
Kurve lc, welcher der Punkt P als isolierter Punkt angehört. Denken
wir uns die Ebene T parallel zu sich selbst ein wenig in das Innere
der Fläche verschoben, so hat sie mit der Fläche in der lhngebung VOll
P ein kleines Oval gemein. Der Punkt P heißt deshalb ein elliptischer
Pu n k t der Fläche. Da er als Bestandteil von k aIR eine auf einen
Punkt zusammengeschrumpfte Ellipse betrachtet wer-
den kann, so hat jede in der Ebene T durch ihn
gezogene (-ierade an dieser Stelle mit l: zwei zusammen- a
fallende Punkte gelnein ; in diesem Sinne ist er also
ein Doppelpunkt von k.
Ist ferner m im Punkte Q konvex gegen a, so
liegen m und der Parallelkreis des Punktes Q auf
verschiedenen Seiten der zugehörjgen Berührungs-
ebene ; diese trifft jeden der beiderseits benachbarten
Parallelkreise in zwei Punkten und schneidet demnach
die Fläche in einer Kurve, die in Q einen K note n-
p 11 n k t hat. Die der Berührungsebene beiderseits be-
nachbarten Parallelschnitte der Fläche haben in unmittelbarer Nähe
von Q das Aussehen einer Hyperbel in der nächsten Umgebung ihrer
Scheitel; wir nennen daher Q einen hyperbolischen Punkt der Fläche.
Konstruieren wir endlich die Berührungsebene im Wen d e p unk t e
II von 111, so schneidet diese Ebene von den Parallelkreisen der Nachbar-
punkte nur diejenigen, die unterhalb des zu R gehörigen Parallelkreises
liegen; irrfolge Zusammenziehung der im vorigen Falle erhaltenen
Schleife wird also R zu einem Rückkehrpunkte der Schnittkurve
(p a I' ab 0 1i s ehe I' Flächenpunkt).
Uberhaupt gilt für jede krumme Fläche der Satz: Die Be-
rührungsebene schneidet die Fläche in einer (reellen oder
imaginären) Kurve, die im Berührungspunkte einen Doppel-
pu n kt hat. Je nachdem dieser ein isolierter Punkt, oder ein Knoten-
punkt, oder ein Rückkehrpunkt der Schnittkurve ist, nennen wir ihn
einen elliptischen, hyperbolischen oder parabolischfln, Punkt
der Fläche (vgl. hiermit den Satz in Art. 114).
T) ase i 11 S chaI i g e U m d I' eh u n g sh y per hol 0 i d.
138. Wir untersuchen die Umdrehungsßäche 4>, die entsteht, wenn
eine Gerade g UIß eine zu ihr windschiefe Achse a rotiert. Dabei ~ei
a.l TI
t
und die Erzeugende g in ihrer Anfangslage 11 TI2 (Fig. 135).
Je zwei Lagen von g sind windschief zueinander;. denn sie h:-
grenzen auf allen I?arallelkreisen Bogenstücke von gleichem ZentrI-
winkel und können sich daher nirgends schneiden. Die Fläche cf> ist
also windschief.
Der Punkt K von g, der a am nächsten liegt, beschreibt den
Kehlkreis k der Fläche. Zwei Punkte Bund C von g, die von K
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\j "I <' ilo' 139. Ziehen wir durch ]( die Gerade hB' , K' g' / f di K hlk .
-, ./ symmetrisch zu 9 in hezug an ie eru reis-
..... - - -. ebene, so liegt der untere Teil von hals Spiegel-
hild des oberen Teiles von 9 auf dern Spiegelhilde der oberen Hälfte der
Fläche ep, d. h. auf der unteren Hälfte dieser Fläche. I)ie Gerade h
liegt demnach ganz auf ep, und wir können folglich die Fläche auch
durch Drehung von h um a erzeugen. Auf der F'l ac h e befindet
sich also eine zweite Schar gerader I~i n i e n, l)ureh jeden
P unkt der Fläche gehen zwei "Geraden, n ä m l i c h je eine VOll
jeder Schar. Jede Gerade der einen Schar schneidet alle Ge-
raden der anderen Schar, aber keine () erade d e r s e l hen Schar.
Durch eine halbe "Umdrehung um a gelangt. h in die Lage
ho 11 9 (ho 11 g', h~ == g"). Daraus folgt: Zn jeder Geraden der
e i n e n Schar gibt es eine parallele Gerade in der anderen.
srleich weit entfernt sind, durchlaufen gleiche Parn.llelk reise hund c;
die Fläche ep ist daher s y m m e t r i s c h i n b e z u g auf die Kehl-
kreise bene.
Um eine Anzahl von Erzeugenden der :Fläche zu zeichnen, teilen
wir die Kreise 1J und c von Bund C aus in 11 gleiche Teile und ver-
F · .. binden die entsprechenden Teil punkte durch Ge-1{r.13;1, . J R J. b d
a" raden. Wählen WH' nen ar IUS von un c
c" so, daß L 11'a' C' ein ganzes Vielfaches von
360
0
ist - z. 13. für n == 12 doppelt so groß:
n
wie den Radi UK von I,' -, so erreichen wir den
Vorteil, daß die beiden Teilungen im Grundriß
zusammenfallen.
Die ersten Projektionen der Erzeugenden
berühren den Kreis I;', ihre zweiten Projektionen
den Aufriß des T'mrißmeridians 1no.
140. Um die Ordn ung der Fläche Q> zu bestimmen , verbinden
wir irgend zwei Punkte P und Q von ep durch eine Gerade i und
fragen nach der Anzahl der Schnittpunkte, die i mit Q> gemein hat.
Durch P gehen zwei Geraden g1 und h1 der Fläche, ebenso durch Q
zwei Geraden g2 und h2. Nach dem Vorhergehenden schneiden sich gl
und h2 in einem Flächenpunkte T, liegen also in einer Ebene T. Diese
h,at mit der <P nur die Geraden g1 und h2 gemein, denn alle Lagen d~r~.jrzeugenden 9 schneiden Tauf h«, und alle Laffen von h treffen T JIl
Punkten von gl. Die Gerade i enthält also a~lßer P und Q keine
weiteren Punkte von ep, d. h. CI> ist eine "Fläche zwei tel' Ordnung.
Der Meridian mo der :Fläche ist dem nach ein Kegelschnitt mit der
...~chse a. Da f?rner rJ und h zur Ebene Mo parallel sind, so ist mo
eine Hy?erbel; Ihre Asymptoten gehen durch den Mittelpunkt j1 d~~
Kehlkreiaes k parallel zu 9 und h und ihre Scheitel liezen auf k. DIeF~äche ep ist also ein eins chaliges U In dreh un gsh~pe r boloid. -
DIe Asymptoten von mo erzeugen den Asymptotenkegel der Fläche.
.Tede Gerade der vorhin betrachteten Ebene T schneidet das
Hyperboloid in den beiden Punkt.en, die sie mit gl und h
2
gemein hat.
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Da hier die Entfernung des Punktes 1) VOll ]( nicht vorkommt, so
berühren sich die Hyperboloide in allen Punkten von a, sobald die
Bedingung 1) erfüllt ist. Dann können wir aber die beiden Flächen
auf unzählig viele Arten berührend aneinander legen, nämlich so, daß
eine beliebige ErzeuC1'ende des einen Hyperboloids mit einer beliebigen
des anderen zu~amm:nfäl1t. Dazu ist nur erforderlich, daß die kürzesten
Abstände der Erzeucenden von den Achsen in ein e Gerade fallen.
b
142. Betrachten wir die Hyperboloide <P und 1p, die sich läng»
der Erzeugenden q berühren, als Oberflächen zweier widerstandsfähig~Il
Körper, so können wir sie benutzen, um eine Drehung UIß d i e
Alle durch '1' gehenden Geraden von T sind mithin 'I'angenten der
Fläche, folglich ist T die Berührungsebene in 11, d, h.: Di e Be-
r ~ih ~,U 11g Heb e n e i u ir gen d ein em 1:> unkted e s H y per bol 0 i d s ist
di e E.Jhene der heiden durch den Punkt gehenden Erzeugenden.
Das einschalige LTmdrebungshyperboloid hat demnach la u tel' 'hy per-
b ol i s ch e l?unkte. .
~wei parallele Erzeugende, wie.Q und »; bestimmen eine asym-
p t o t i s c h e Berührungsebene der Fläche. Diese Ebene berührt gleich-
zeitig den Asymptotenkegel in der zu beiden Erzeugenden parallelen
Mantellinie.
Jede nicht berührende Ebene schneidet das Hyperboloid in einer
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem sie zu keiner. einer oder
zwei Mantelliuien des Asymptotenkegels parallel ist. .
. 141. Ein s chaI i gelT md reh u n g s h y per bol 0 i d e, die s i eh Iä 11g ~
e i n e r Erzeugenden berühren. Da die Berührungsehene des Hyper-
boloids ep in irgend einem Punkte P von g durch .
di G d ht . t di FI" b I . ~"lg'. 136.lese era e ge ,so IS ie ac ennorma e In .
Pdas Lot zu q, das die Achse a schneidet (Art. 134:). b"
Stellen wir gl. TIt und a 11 TT2 , so erhalten wir R"
als Aufriß der Normale in P die Gerade P" Q" 11 x, I
die a" in Q" schneidet, und hierzu als Grundriß
die Gerade .Q' (i,' (Fig.136).
Wir betrachten jetzt ein zweites Hyperboloid
1f, das mit ep die Erzeugende 9 gemein hat, und
dessen Achse b den kürzesten Abstand ](M VOll
!I und a in N rechtwinklig schneidet. Die beiden
Flächen haben sowohl in ](, als auch im un-
endlich fernen Punkte von 9 dieselbe Berührungs-
ebene, nämlich in K die Ebene durch 9 11 TI2 und b' ~--~--
im unendlich fernen Punkte von 9 die auf dieser
senkrechte Ebene durch g und lllN. Sollen auch
die Berührungsebenen in P miteinander zusammenfallen, so muß die
Normale P II von 1p die Verlängerung der Normale P Q bilden, PS mu ß
sich also verhalten
g'u', g' N' == M' Q': N' R' === 1)" Q": p"u:
Bezeichnen wir die Kehlkreisradien KM und KN mit r1 und r:2,
und die von 9 mit a und b gebildeten Winkel mit 1'1 und 1'2' so
ergibt sich
Fig.137.
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Ach s e a auf die da zu win d s chi e f e Ach ~ (' I) pr ()p () r t i ()11al zu
übertragen, wie dies in ähnlicher Weise bei pn rn llelen Ach:-'~ll durch
zwei Umdrehungszylinder , bei sich sohneidenden Achsen durch zwei
lJmdrehungskegel erreicht wird. Ist die Reibung zu gering~ so müssen
beide Körper längs solcher Erzeugenden, die miteinander paarweise ZU1'
.Deckung gelangen, mit Zähnen versehen werden (vgl, hierzu auch ..Art. 80).
Es fragt sich noch, in welchem Verhältnis die l~mdrehungsge-
schwindigkeit von 4> auf 1p übertragen wird.
Sei 91 die Erzeugende von 4>, die infolge der unendlich kleinen
Drehung d ep um a an die Stelle von 9 tritt, g'2 die entsprechende
Erzeugende von 1p. Da die durch .(/ und 91 und durch
9 und 92 begrenzten windschiefen Flächenelemente von
4> und 1p miteinander zur Deckung kommen, so bilden
9 und U2 denselben unendlich kleinen Winkel d {}, wie
.Q und .'Jt. Ziehen wir durch irgend einen Punkt S
Parallelen zu den Erzeugenden von ep, so entsteht ein
gerader Kreiskegel mit der Achse SOli a : eine zur Achse
senkrechte Ebene schneide diese in 0 und die zu q und
91 parallelen 1Vlantellinien in T und Tl' TII der su
erhaltenen Fig. 137 ist L TB 0 == L Tl 8 () == rl' ~ 1'811} === d#
und L 11 0 Tl == d ep, mithin
TTI == 011 • dep.
Andererseits ist aber
folglich
demnach ist
d,f} == d ep sin rl.
Verstehen wir unter d1/J die unendlich kleine Drehung HIn b, die
92 in die Lage 9 bringt, so finden wir ebenso
d{} == .dtP sin 1'2;
d fJJ sin Yl == d tP sin 7'2.
?reht sich nun 4> um a mit der konstanten Geschwind igkeit CUl
und Infolgedessen 1p um b mit der noch unbekannten Gesch,vindigkeit
002, so verhält sich
Wt : 002 == dep : dlj;,
In i t hin be s te h t z wi s ch end e n l; Ind reh u n g s ge s ch w i nd i g k e i t.e n
,elie Beziehung
W 1 : 002 == ein r2 : sin 1'1 • • • • • • • • 2)
143. ~ies führt zur Lösung der Aufgabe: Z w e i P Ind reh u n g s-
hyperboloIde mit gegebenen, zueinander wind schiefen Achsen
a und b zu k on s t r n j ] h . .. 1·~ h b' I e r en , we c e d i e I) reh u n g .u m a auf ( 1e
... c she . 1 ~1 der Weis e übe r t rag e n , daß die C In d reh u n g s-
gesc wlndIgkeiten W cl . . h·· lt .. ,t h I·· .1 u n W 2 In e m ern gegebenen Ver a n i s
h
s
elt e n. 11 Flg. 138 ist a1.TI1 und b 11 TI2' und es möge sich ver-
. a en 611 : 002 :::::::: 1: 2.
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Die gelneinsame ~:rzeugende g der beiden Hyperboloide steht senk-
recht auf der kür-zesten :Entfernung ][N von a und b , ist also gleich-
falls 11 TI2. Ihr Aufriß ergibt sich zufolge der 13edingung 2) ~ indem
wir einen Punkt ermitteln, dessen .A.b-
stände von a" und b" sich verhalten
wie 2 : 1. Legen wir d ann die Strecke
JIN senkrecht zu g" zwischen a" und
b", so sind die auf ihr durch g" er-
zeugten Abschnitte nach 1) bzw. gleich
den Kehlkreisradien r 1 und r2.
Um auf den so bestimmten Hyper-
boloiden <P und 1p eine Anzahl von
~rzeugenden anzugeben, die bei der
lTbertragung der Drehung paarweise
zusammenfallen, wählen wir auf der
Geraden g in gleichen Abständen VOll
ihrem Schnittpunkte mit JJ1.N zwei
Punkte und begrenzen die beiden
Flächen durch d ie Parallelkreise, die
durch diese Punkte gehen. Da die
lTmdrehungsgeschwindigkeiten von tP
und 1p sich wie 1: 2 verhalten sollen, teilen wir die auf tP liegenden
Kreise VOll y aus in doppelt so viel gleicher Teile wie die Kreise auf VJ·
LiIn l' i ß 1i II i e u vu u d S c hat t eng I' e n z e11.
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144. Aufgabe. Den ersten scheinbaren ITmriß e i n e r Um-
d r e h u n g s f l ii.ch e zu konstruieren, deren Achse zu TT2 parallel,
aber gegen TI1 beliebig geneigt ist (Fig. 139). Die Fläche sei
gegeben durch die Achse a und den zu TT2
parallelen Meridian rno, der wie vorher den
zweiten ITmriß liefert. Als ersten wahren
Umriß erhalten wir im allgemeinen eine Raum-
kurve u. 1TIn diejenigen Punkte von u zu
ermitteln, die si ch auf einein beliebig ge-
wählten Parallelkreise p befind en, benutzen
wir den Kegel und die Kugel, die die Fläche
längs p berühren. In jedem Schnittpunkte
von 1) und u haben die clrei Flächen eine ge-
meinsame Berührungsebene , die auf TI1 x
senkrecht steht· ihre ersten scheinbaren Um- ~~'
rißlinien berüh~en sich claher im Grundriß I \~,,!
dieses Schnittpunktes (Art. 93). Ziehen wir - -j>- - tQ?,:~'a'
im Endpunkte p~' der Strecke p" an tn~ die !.J /'
Tangente p~' S" und die Normale 1)~' 0", so '-/~,
erhalten wir auf a die Spitze S des Be- ?"
rührungskegels und den l\Iittelpunkt 0 der zugehörigen Kugel. Der
erste scheinbare Umriß der Kugel ist der Kreis h' um 0' mi t dem
Radius 0" 1)~'; die entsprechenden ITmrißlinien des Kegels sind also die
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Tangenten aus S' an v. Sie berühren h' und zugleich d i« gesuchte
Kurve u' in zwei Punkten T' und ir.
Der Punkt S ist zur Bestimmung von '1' und TJ nicht erforderlich.
Der Aufriß des Kreises h fällt nämlich in die Parallele durch U" zu s;
und diese schneidet p" in T" == V".
Dem Punkte Q" von m~, dessen 'I'angento .Lx ist, entspricht auf
a' der Schei tel Q' von u'. Der erste scheinbare Umriß der zugehörigen
Berührungskugel ist der Krümmungskreis VOll u' in (i'. Die Parallel-
kreise der Fläche, die zwischen dem Punkte Q und dern Scheitel der
Fläche liegen, enthalten keine Punkte von u,
Ist a zu keiner Projektionsebene parallel, so findet man den ersten
und den zweiten scheinbaren Umriß mittels einer TI3, die zu einer pro-
jizierenden Ebene von a parallel ist.
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145. Ist die Meridiankurve tno der vorigen Aufgabe ein Kreis um
K o mit dem Radius r, so erzeugt sie eine Ringfläche (vVulstfläche,
'I'o r u a), und dann läßt sich die Umrißlinie u' noch einfacher kon-
struieren (Fig.140). Die Ringfläche ist n ä m l i c h die Einhüllende
einer um a rotierendeu
Kugel vorn Mittelpunkt Ko
un d d e m Rad i u s r, folglich ist
u' die Einhüllende der ersten
scheinbaren Umri sse aller Lagen
dieser Kugel. Bei der Drehung
um a beschreibt ](0 einen Kreis
k, dessen Mittelpunkt .11 auf (l
liegt. Sein Grundriß ist eine
Ellipse k' mit den Halbachsen
A' 1(~ und A' K; == A" K~'. Wir
erhalten demnach u' als die Ein-
hüllende aller Kreise vom Radius
r, deren lIittelpunkte sich auf k'
befinden. Irgend zwei dieser
Kreise, mit den Mittelpunkten K'
und 1/, schneiden sich in zwei
Punkten T' und U', deren Ver-
bindungslinie von K' L' senk-
recht halbiert wird. Sind nUll
E' und L' zwei unendlich be-
nachbarte Punkte von k', so wird
T' V' zur Normale von k' in K';
dann ist K' 111 ==- K' U' ==- r, und
, W. k" T' und V' sind zwei Punkte von
u : Ir onnen daher die Kurve u' auch in der Weise konstruieren, daß
WIr auf allen Normalen k' beid . . d h '
. t d i P von ei erseits die Strecke r abtragen; . . 'U
I S ] e ara 11 e1kur v e de1" EIl i Ps e k' i m Ab s t an der.
Die Umrißlinie u best ht d h .. . I· t
. G bi der e emnac aus zwei Teilen : der eine legim e iet er ellipti h d ..' . h
P kt d . ISC en, er andere im Gebiet der hyperbohs
c eu
un e es RInges.
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95
Der Kreis h', der ](' ZUlU Mittelpunkt und r ZUlU Radius hat.
berührt u' in 11' und Tl'; die Ellipsennormale T' V' ist also zugleich
Normale von u' in T' und V'. Die Kurven k' und u' haben daher
dieselbe Evolute e, folglich in entsprechenden Punkten den s e l b e n
Kr ü m m u n g am i t t.el pu n k t. Besonders nützlich bei der Konstruktion
von u' sind die Scheitelkrülnmungslnittelpunkte JOt J1 •• , von k',
Wir können die beiden Teile von u' auch als die Bahnkurven auf-
fassen, welche die Punkte T~ und U~ beschreiben, während die Gerade
Jo T~ auf der Evolute e rollt, 'I'riff't bei dieser RoHung der Punkt lJ~
auf e, so entsteht ein Rückkehrspunkt ll' von u', Wir erhalten also R',
indem wir auf e den Bogen Jo ll' angenähert gleich der Strecke Jo U~
machen. Im Punkte R wird die Raumkurve u vom projizierenden
Strahl R R' berührt; hier endigt der sichtbare Bogen des inneren Teiles
von U. Jeder tiefer liegende Punkt des inneren Kurvenstückes ist
nämlich im Grundriß unsichtbar, weil der projizierende Strahl, der in
dem betreffenden Punkte die Ringfläche berührt, die undurchsicht.ig
gedachte Fläche bereits oberhalb der Berührungsstelle schneidet.
Man zeichne von der Kurve 'u auch den Aufriß mittels der zweiten
Projektionen der Punkte ]( ... und der horizontalen Kugelkreise h . , .
146. Aufgabe. Bei einerUlndrehungsfläche, deren Ao h s e «
J. TI1 ist, die Eigellschattengrenze s und den Schlagschatten
auf die TIt für Parallelbeleuchtung zu konstruieren (Figv Ll l ].
Die Kurve s ist symmetrisch in bezug auf die zur Fig.141.
Lichtrichtung parallele lVleridianebene M, ihr Grund- al/,
riß also symmetrisch in bezug auf die Gerade L',
d-e in der Richtung der ersten Projektionen der l~"
Lichtstrahlen durch a' ~ezogen wird. Wir ermitteln ~,
zunächst die in der :Ebene M befindlichen Punkte
von s, indern wir an die zugehörige IHeridiankurve
m in der Lichtrichtung Tangenten legen. Zu dem
Zwecke ziehen wir in M durch irgend einen Punkt
.A von a den Lichtstrahl l und drehen die Ehene M
um (1, bis sie mit der Ebene Mo des Umriß-
meridians m.o zusammenfällt (vgl. Art. 87). Be- / /
zeichnen wir mit 1~' den Aufriß des gedrehten ~ /
LichtstrahIs, mit C~' und D~' die Punkte von / a'
m~', deren Tangenten 111~' sind, so entsprechen / /
ihnen auf m als höchster und tiefster Punkt von S / /
die Punkte C und D; dabei ist a' C' == Abstand /'l'
C~' a" und C~' 0" 11 x. .' . '
Die Punkte, die ein zwischen () und D hegender Parallelkrel~
p mit s gemein hat, können auf zweierlei Weise bestimmt werden:
a) Kegel verfahren. Die gesuchten Punkte P und Q lie~en ~uch
auf der Eigenschattengrenze des Kegels, de~ ~ie lTmdr~hungsflache ]11 P
berührt. Konstruieren wir also von der Spitze S dieses Kegels den
Schatten S auf die Ebene von p, so sind P' und Q' die .Berührungs-
punkte de/ Tangenten aus 8{ an p'. - Diese ~onstruktion", vl'rsa(~t,
wenn S unerreichbar ist. Deshalb elllpfiehlt es SIch, alle Beruhrullhs-
kegel, die zu den verschiedenen Parallelkreisen der Fläche gehüren~
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parallel zu sich zu verschieben, so daß ihre ~pitzen. in denselben
Punkt A von a fallen, und die verschobenen Keg«] mit der TI1 zu
schneiden. Dann liegen die Grundrißspuren ihrer J~igt~nsclutttengrenzen
auf dem Kreise über dem Durchmesser a' A h• In1 Gruud r iß decken sich
aber die Eigenschattengrenzell jedes Kegels vor uIHI nach der Ver-
schiebung.
b) Kugelverfahren. Die Punkte P und Q befinden sieh ferner
auf der Eigenschattengrenze der ZUIll Parallelkreise P gehörenden Be-
rührungskugel. Bezeichnen wir mit 0 den ~Iittelpunkt dieser Kugel,
mit E die Ebene ihrer Eigenschattengrenze, so geht E durch 01.1 und
schneidet die Ebene Mo in einer Geraden Oll, deren Aufriß auf 1" senk-
recht steht. Bedeutet R den Schnittpunkt von OIf mi t der Ebene von
p, so liegt B' auf der Parallele durch a' zu x. Dann schneidet E die
Ebene von p in der durch II gehenden Geraden l-)Q; ihr Grund riß ist
das Lot von B' auf Z'.
Wir ermitteln insbesondere von der Kurve s die Punkte 11 und U
im ersten, sowie V und W im zweiten Umriß der Fläche, i urlem wir an
die scheinbaren Umrißlinien 'I'angenten ziehen , die bz w. zu l' und Z"
parallel sind.
Fü r Licht in der Richtung der '\Türfelcliagonale ergeben
sich wesentliche \Tereillfachungen der soeben abgeleiteten Konstruktion.
Dann ist 1~' parallel zur Hypotenuse eines recht.wi nklirren Dreiecks,
dessen Katheten zu x parallel bzw. senkrecht sind uud sich wie \/2: 1
verhalten. Wir finden also die Punkte C~', l)~' 11lHI hieraus 0", 1)"
ohne Benutzung des Grundrisses; denn es ist Abstand (lI'a" gleich
der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks , das die
Entfernung des Punktes C~' von a" zur Hypotenuse hat. Eheuso er-
halten wir von s" die Punkte T", U". Bezeichnen wir ferner mit Z
denjenigen Punkt von s, der sich auf dem Parallelkreise des Punktes lf
befindet, so ist Z" der Schnittpunkt von a" mit der Parallele zu X
durch MT"; denn Z' liegt symmetrisch zu 1fT' in bezurr auf 7', fällt also
auf die ·Verlängerung von a". - Die fünf Punkte V'~ 1"', Z", D", 1V"
genügen in manchen Fällen zur, angenäherten Bestimmung des sieht-
baren Teils von s".
Der Lichtstrahlenzylinder , der die Fläche in S berührt, schneidet
die TI] in der Schlagschattengrenze Sh, die in bezug auf 7' syln-
Inetrisch ist. ~Tir konstruieren sie aus dem Schatten der vorher benutzteu
l)~rallelkreise und der auf ihnen liegenden Punkte von s. Ist llf der
~httelpunkt des Parallelkreises p, so finden wir auf dem Kreise Ph utn
111h die Puukte Ph und Qh von Sh mittels der Parallelen durch llfh zU
'[)' d 'Q'~l . l_ln a. ,und dann berührt Ph die Kurve Sh in Ph und (Jh o Daher
ist MhPh die Normale von Sh in Pi; - Der Schatten des durch den
höchsten Punkt C von s gehenden Parallelkreises hat mit Sh in eh zwei
zusa~menfallende 13erührungspunkte, d. h. vier unendlich nahe Punkte
~em~ln; er ist daher der Krümmungskreis der Kurve Sh in ihrem
ScheltelOh' Ebenso ist der Krümmungsradius von Sh i11 Dit === Ab-
stand D~' a".
.147. Di~selbe Aufgabe für die Ringfläche (Fig.142). \Vir
bezeichnsn wieder mit Ko den l\Iittelpunkt, mit r den Radius des
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:Meridiallkl'ei~es ruo, mit A_ den ltlittelpunkt des Ringes, d. h, den Fuß-
punkt des Lotes von 1(0 auf a, und setzen A K o === d. Beschreiben wir
um A mit dem Radius r eine Kugel, so schneidet eine durch a gelegtp
Ebene die Kugel in einem Hauptkreise i, den Ring in zwei gleich großen
Kreisen IJ'n1 und n1 2, und dann fällt der Kreis i mit m'l oder 1n 2 zu-
sammen, wenn wir ihn .Lrz nach der einen oder anderen Seite um die
Strecke d verschieben. Dabei gelangt ein beliebiger Punkt P von I
bzw. nach PI auf m, ocler nach P2 auf rn2, so daß 1J 1\ == 1)P 2 == d
und .La ist. Da die Tangenten an i, 1nI , m2 in P, P1 , P2 parallel sind,
so gilt dasselbe von den Berührungsebenen der Kugel und des Ringes
in den genannten Punkten; ist also
P ein Punkt der Eigel1schatten-
grenze ~ der Kugel, so gehören PI
und P2 zur Eigensehattengrenze S
des Ringes. - Hieraus ergibt sich
die folgende Konstruktion der Kurve
s': Wir beschreiben um a' mit dem
Radius r den Kreis h' als ersten
scheinbaren Umriß der Hilfskugel,
ermitteln wie früher den Aufriß l~' .L'
des 11 TI2 gedrehten Lichtstrahis 1
und ziehen in n/~ den Radius
l(~' C~' i i; Der Grundriß von ß
ist bekanntlic-h eine Ellipse e' mit
dem Mittelpunkt a' und der großen
Halbachse r.L 1'; die kleine Halb-
achse ist gleich dem Abstand des
Punktes Cl;' VOll der Parallelen zu
a" durch ](0' (Art. 87). Machen wir
dann auf einem beliebigen Durch-
messer p'Q' von e' die Strecken
p' P{ === p' t; === Q'Q{ == Q'Q~ === cl,
so sind P;, I)2, Q~, Q2 vier Punkte
von s'. - Die Kurve s besteht hier-
nach aus zwei Teilen, von denen der eine dem elliptischen, der andere
dem hyperbolischen Teile der Ringfläche angehört.
f)ie Punktpaare 1)17])2 und Q17 Q2 liegen in zwei HorizontalebeneIl,
die von A gleich weit entfernt sind. Wir finden ihre zweiten Pro-
jektionen mit Hilfe der zuO'ehörigen Parallelkreise.
Auch zur I\onstrukti~n des Schlagschattens, den der Rjng auf
die TIt wirft benutzen wir die Hilfskugel um A. Ihre Schlagschatten-
grenze ist eine Ellipse eh mit dem Mittelpunkte A h und der kleinen
Halbachse r; ziehen wir an m~ die Tangente C~'N~' II'~' bis ..1-1" 1(~', so
ist die große Halbachse == I{~' N~'. Denken wir uns von den Punkten
]) und PI den Schlagschatten P it und Pt h armittelt , so\vird l:h P I h
#1)' P{, also == d. Nach Art. 146 ist PhPIh die Normale von ~h, In Pli·
Daraus folgt: Di e Schlag s ch a tte n gren ze Sh des Ri nges 3s t d i e
Parallelkurve der Ellipse ~h i m Abstande d (vgl. Art. 140) ..
r • Den Rückkehrpunkten VOll Sh entsprechen a~f ~em hyperb.ohs.chen
I'eile der Ringfläche die Punkte von s, In denen die Kurve von Je ei nem
M ü 11er, Darstellende Geom etrie. 7
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Lichtstrahl berührt wird. Ist R ein solcher Her ührunuspunkt auf der
oberen Hälfte des Ringes, so beginnt in ihm der Schlagschatten s*, den
ein Teil von s auf die Ringfläche wirft, und insofern ist II ein End-
punkt der Eigenschattengrenze. Wir ermi tteln s* , i ndem wir von
einem passend gewählten Parallelkreis, etwa dem Kehlkreis, den Schlag-
schatten auf die TI! konstruieren und seine Schnittpunkte mit SIJ auf-
suchen. Die Kurven sund s, berühren einander in Ii.
148. K 0 n s t r u k ti 0 n des Sc h lag s chat t e n s , den e i 11e Roh1-
kehle von ihrem Randkreise empfängt. In Fig. 143 ist der
Meridian »1 0 ein Halhkreis mit dem
vertikalen Durchmesser E oF~. Der
Schatten e*, den der Parallelkreis e des
Punktes E o auf die Umdrehungsfläche
wirft, ist ein Teil der Durchdringungs-
kurve der Fläche mit dem Licht-
strahlenzylinder , der c zur Leitkurve
hat. Er ist symmetrisch in bezug
auf die zu den Lichtstrahlen parallele
Meridianebene M; sein höchster Punkt
ist also der Schatten E* des in M
liegenden Punktes E von e (E~'E:'o 111~'
bis 'm~ usw.),
Um auf dem Parallelkreis p die
Punkte ]J und Q der Kurve e* zu er-
mitteln, konstruieren wir den Schatten
e1 von e auf die Ebene VOll p; dann
sind 1) und Q die Schnittpunkte VOl~
p mit el •
Der auf mo liegende Punkt von e,
ergibt sich als Schnittpunkt von mo
mit dem elliptischen Schatten, den die
Ebene des Umrißmeridians vom vor-
deren Halbkreise e empfängt.
In den Schnittpunkten von e* mit der Eigenschattengrenze der
Fläche sind die Tangenten von e* 11 I (Art. 125).
149. Sc hat te n k 0 n s t r u k t ion bei ein e m Sä u Ie n kap i tell für
Licht in der Richtung der Würfeldiagonale. Der in Fig.144
dargestellte Körper besteht aus einem geraden Kreiszylinder mit der
Achse a und dem Grundkreis k, einem Wulst mit dem 'liertelkreis nIl)
als }Ierid~ank.urve und einer quadratischen Deckplatte. Wir konstruieren:
1. d~e E~genschattengrenze e des Zylinders;
2. die Elgenschattengrenze s des \Vulstes - auch im Grundriß -
wie in Art. 146, also insbesondere die Punkte 1 1 auf dem größten
~arallelkreis U, W auf mo, Z auf dem Parallelkreis durch lfTund den
tiefsten Punkt D in der zu den Lichtstrahlen parallelen ~[eridianebene;
. 3. den Schlagschatten s, von s auf den Zylinder, indem wir durch
die g.ef~ndenen Punkte von s Lichtstrahlen bis an den Zylinder ziehen.
Dabei hefert der Punkt D von s den höchsten Punkt D von s*. Der
durch den Schnittpunkt E* von s, mit e gehende Lichtstrahl berührt s*
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und bestimmt auf s den letzten Punkt E der noch Schatten auf den
Zylinder wirft. '
4. Der elliptische Schatten der Kante AB der Deckplatte auf den}
Zylinder erscheint im Aufriß als Kreisbogen mit dem R,adius von k uni
den Schnittpunkt 0" von a" mit dem Aufriß des durch A gehendeu
Lichtstrahls (Art. 127). Der durch den Schnittpunkt p'* dieses Schat-
tens mit der Kurve s; nach rückwärts gezogene Lichtstrahl berührt den
Wulst in einem Punkte F von s und schneidet AB in einem Punkte G.
Dann empfängt der Zylinder von dem Abschnitt A G der Kante .A11
den Schatten A*p'* und vom Bogen p1E der Kurve s den Schatten pl*E:/r:.
5. Der Schatten der Kante AB auf Fi . 144.
den Wulst beginnt in F und ist ein Teil g
der Schnittkurve c des Wulstes mit der a"
Lichtstrahlenebene durch AB. Um auf ,
irgend einem Parallelkreise p die Punkte ~ IA"'- ; - B~
von c zu ermitteln, könnten wir den __ - - - + - -p!/_- -- -
Schatten von AB auf die Ebene von p' m~'
konstruieren. Noch kürzer ist bei der
gewählten Lichtrichtung das folgende
verfahren: Der Zylinder mit der Achse a
und dem Grundkreise p empfängt von
AB einen elliptischen Schatten, der sich
im Aufriß als Kreis um 0" mit dem Radius
von p projiziert. Die Schnittpunkte dieses
Kreises mit der Geraden p" liegen auf
e". - Schneidet c" die Kurve s" zum
zweiten Mal in H~', so ist der Bogen
F H* von c der Schatten des Abschnitts
G H der Kante AB, und die durch G und
11 gehenden Lichtstrahlen berühren c in
Fund H*.
6. Der Schatten der .LTT2 durch A gehenden Kante der Deckplatte
auf den Wulst und auf den Zylinder fällt im Aufriß in die Gerade
A" A~. Er begrenzt auf s ein zweites Bogenstück, das auf den Zylinder
Schatten wirft.
Die gesamte Schattenkonstruktion kann nach Art. 124 I auch i11
der Weise ausgeführt werden, daß Inan den gegebenen Körper in der
IJichtrichtung durch eine Reihe vertikaler Hilfsebenen schneidet und fü r
jede Schnittfigur die streifenden Lichtstrahlen zeichnet. Dieses Ver-
fahren empfiehlt sich jedoch nur, wann das Kapitell eine sehr verwickelte
:Form hat.
Du rchd ringu n g e n.
150. Aufgabe. Die Durchdringung einer Llm d r e h u u g s>
fläche, deren Achse a.LTIl ist, mit einer Kegelfläche zu kon-
s truieren dere n Lei tkur ve k in Tl} liegt (Fig. 145). Um für
einen bellebirren Parallelkreis P der Umdrehungsfläche seine Schnitt-
punkte mit d~m Kegel zu ermitteln, legen wir durch die S~itze ~ de~
Kegels und durch p eine Hilfskegelfläche und konstrUIeren Ihren
Schnittkreis PI mit TI t • Schneidet PI die Kurve k in 1)1 und o.. so
7*
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haben die beiden konzentrischen Kegelflächen die ~Ialltellillieu ."'}'1 und
S Ql gemein, und diese treffen p in zwei Punkten I) u ud (J d~r Durch-
dringungskurve.
151. Auf gab e. Die Dur c h d r in g U II g Z \\" eie r r 111 d r P h U 11g ~­
f 1ä che n A und B zu k 0 n s t r u i e r e n , d e r PlI Ach ~ e 11 u u Il d ,) sie h
Fig.145.
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schneiden (Fig: 146). Sei?J. TI!, b 11 TI2 ; die Ebene E::::::: a l: schneide
A und B bzw. In den Umrlßmeridianen 1U und n. Zur KOJlstruktion
Fig. 147. der Durchdringungskurve c henutzen wir
Ia" als Hilfsflächen nicht, wie ge\\röhnlich,
n " , m!' Eben.en, sondern Ku ge 1fl ä ehe n urn ~en
~ SchnIttpunkt 0 von a und 1); denn dIeseI erzeugen sowohl mit Aals mit B die ein-"I fachsten Schnitte, nämlich IJarallelkreise.
",,,I /~"./." " \ Besc?rei~en wir als z\\~~iten schei~barel1
!;( / ~ \ 'i~' Umriß einer solchen Hilf'skugel mit be-
;, i:...--z - t : ---, liebigem Radius um 0" den Kreis v", der
/ : /1" ---:;! die Kurven m' und n" bzw, in ]J" und Q"
/ ./ /~ ~ schneidet, so hat die Kugel rnit A und
-- - - 0 B bzw. die Parallelkreise p und q der
Punkte 1) und Qgemein, und diese treffen
2' sich im allgemeinen in zwei Punkten II
I T\ und S von c. Wir erhalten zunächst
I \ R" == S" als Schnittpunkt der Strecken
a' ~ \. n S'
'?_ .L,__ ' P und q" und finden dann 1f' und
: / auf dem Kreise p'. - ])ie Kurve eist
'// symmetrisch in bezug auf E.
'---(-)-:t~;:"7"7~ j . C.v löse in dieser \Veise noch einmal
r '- I!. '~) (1 l.(l1J'e in "'t. l1R be handel te Aufgabe.
rr C' !~.I •~ . i- ~ I • .' I c- .-.L I I
'. • -. j - 'C,·I(lLE
.' i:) j I . - ., ~ L,I t Lfv11 NA
b" I-L'~' I-i" EIG~
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152. i\ u f g a b e. l)ie Durchdringung zweier Umdreh u n g s-
f I ä ehe II A 1111d B In i t w i n d sc h i e f e n Ach sen a und b zu k 0 n -
s t.ru i e r o n (Fig. 147). \Vir nehmen \vieder a.l TI], b 11 TI2 und bezeichnen
bzw, mit ut und n die Ilmrißmeridiane beider Flächen. Unter An-
wendung h o r i z o n t a l e r Hilfsebenen gestaltet sich die Konstruktion
der Dui-ohdriugungskurve c folgendermaßen : Die Hilfsebene L schneidet
A in einen) Parallelkreise p und B in einer gewissen Kurve q; dann
geht c durch die Schnittpunkte von p und q. DIn q' zu ermitteln,
zeichnen wir irn Aufriß eine Reihe von Parallelkreisen i, lc . .. der
Fläche Bund bestimmen für jeden von ihnen seine Schnittpunkte mit L.
'I'rifft z, B. l' die Ehene L in 1 und 2, so fällt 2" mit I" zusammen,
und wir erhalten die Punkte im Grundriß durch Drehung des vorderel~
Halbkreises i in die Lage i o 11 TI2• Kommt hierdurch 1 nach 10 , so is t
1" 1~ 111/', und dann sind die Abstände der Punkte l' und 2' von 1/
== 1" 1~.
VIII. Schrauben:ft.ächen.
t
w
Fig.148.
1{u r v e n erz eu gun g durehR 0 11u n g.
153. Jn der Zeichenebene sei die feste Kurve f und die beweg-
liche Kurve 'U) gegeben (Fig. 148). Dann sagen wir, die Kurve UJ roll t
auf {, wenn sie i heständig berührt, und wenn der Berührungspunkt
auf beiden Kurven UIn gleiche Bogenstücke
fortschreitet. Betrachtcu wir beide Kurven
als Vielecke mit unendlich kleinen, ent-
sprechend gleichen Seiten, HO erkennen wir,
daß der Übergang von 'U) aus einer Lage in
die unendlich benachbarte als eine unend-
lich kleine Drehung um den augenblicklichen A 0- - _._. p
11erührungspullkt P aufgefaßt werden kann.
Denken wir uns daher mit der Kurve w
einen Punkt A ihrer Ebene starr verbunden,
80 bewegt sich dieser momentan senkrecht zur Geraden A P. Hieraus
folgt der Satz: \Vird die Be w e g u n g einer Ebene erzeugt durch
das Roll e Tl ei 11e I' Kurv e wau f ein er an der e n Kur v e I~ soge h t
für j ed en Punkt der bewegten Ebene die Normale seiner
Rahnknrve in jeder Lage des Punktes durch den augen-
hlicklichen Berührungspunkt von 10 und [. Der BerührungH-
punkt heißt der augenblickliche Pol der Bewegung.
Die Hahukurve des Punktes P von 'U) hat an der mit 1-1 bez;eichneten
Berührungsstelle im allgemeinen einen }{ückkehrpunkt, dessen Nor-
male mit der (felneillschaftlichen 'I'augente von 'U) und l zusammen-
fällt. l)ies ergibt sich sofort, wenn wir die Kurven 10 und f wie vorh~11
durch Vielecke ersetzen. Dabei wird aber angenommen, daß P kein
singulärer Punkt von 'UJ oder t' ist, und daß diese Kurven einander in
J) nicht oskulieren.
154. Ist f eine Gerade, io ein Kreis, so heschreibt jeder Punkt der
bewegten Ebene eine Zykloide, die als gespitzt (gelnein), ver-
schlungen oder gesch\veift (gestreckt) bezeichnet wird, je nachdem
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Fig.149.
'Wu
der beschreibende Punkt auf, außerhalb oder in nerhu lh N' liegt. Sei
100 die Arifangslage von ui, 1Jlo der Mittelpunkt, J)o der Herühruugs-
punkt von Wo mit f (Fig. 14H). Um den Zykloidenhogell zu konstruieren,
den der auf 1tloPo liegende Punkt A o erzeugt, wenn Ir auf I' einmal
vollständig abrollt , iuacheu wir auf
f die Strecke })01)t. gleich dem Um-
fang VOll U), beschreiben um Mo mit
MoAü einen Kreis a und teilen ihn
von A o aus sowie ]Jo ])n in n -
z. B. 12 - gleiche 'feile. Sind Pi
und ~i ein Paar entsprechender Teil-
punkte, so erhalten wir die Lage
Ai, in die der Punkt A gelangt,
wenn io die Gerade ( in P, be-
rührt, indem wir den Kreis ~Oo um Mo drehen, his A o nach ~i kommt,
und ihn dann 11 f um die Strecke PoP, verschieben. Demnach ist
'2l.Ai # PoPi.
Übertragen wir die auf f liegende Teilung von Jlo aus auf die
Parallele zu t' nach Mt, M2 • • • , so ergibt sich ~4i auc h aus der Be-
dingung M,:Ai # 1J'Jo~i'
Die Normale. der Zykloide' in Ai geht durch den I~erü]lrungspunkt
Pi von Wi mit f, ist also #= Po2(i. Man erhält daher die Zykloide noch
einfacher (und zumeist mit hinreichender Genauigkeit) als Einhüllende
der Kreise um Pt, P2'" mit den Radien ])o2(t, 1)0 ~12 ...
155. ~ Rollt umgekehrt die lJerade io aus der Anfangslage 11)0 auf
demKreise t, so beschreibt jeder Punkt von 1C, z. H. der augenblick-
liche Berührungspunkt Ao, eine gespitzte (geIneine) ]~reisevol­
vente (Fig.150). Zu ihrer Konstruktion rektifizieren wir den Kreis
Fig-. 150. und teilen ihn von A o aus in n gleiche 'feile.
- Ziehen wir im Teilpunkte P, die Tangente
i
io, und machen auf ihr die Strecke PiAi ===
~ n
von f, so ist Ai ein Punkt der Evolvente.
Wo Die Kreisevolvente ist eine Spirale; sie
zieht sich in unendlich vielen Windungen
um den Kreis f und hat in A o einen Rück-
kehrpunkt , sowie unendlich viele Doppel-
punkte auf der Verbindungslinie von Ao mit
dem Mittelpunkte lJf von [.
Nach Art. 153 ist Ail; die Xorlnale der
Evolvente in Ai; mithin ist f die Evolute der Kurve und Pi ihr
](rüIumungsmittelpunkt für den Punkt .L4. i •
Jeder Punkt außerhalb W beschreibt in Verbindune mit der rollende: 1
rrangente eine a l lg ern ei u e Kreisevolvente die wir als verschlullgeh
oder gesch weift bezeichnen, je nachdem' der hetreffende Punkt sich
mit dem Punkte lJ;[ auf derselben Seite oder auf entgegen(J'esetzten
Seiten vonw befindet. Wählen wir den' beschreibenden Punkt B auf
dem Lote in A zu w,. so ergibt sich seine Lage Bi mittels A 1:BiJ.lVi
und == A oB o' Schneidet 1J{Pi die Parallele durch Bi zu 'tri in Qi, so
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berührt QiBi == jli Ai den Kreis q um M mit dem Radius n u., wir
erhalten daher die Bahnkurve des Punktes B, indem wir auf den
Tangenten VOll q in Ql' Q2'.. die Längen 1 I, 2 t'. .. abtragen. Da
n n
die Kurvennormale in B 1: durch den Pol Pi geht, so ist die Kurve die
Einhüllende der Kreise um Pu P2'" durch BI, B 2 •••
Sei (J der Puukt der bewegten Geraden AB, dessen Anfangslage
Co mit Jl zusammonfällt , und Ci die Lage, die er einnirnmt , Wenn 11)
nach ic, gelangt. Ziehen wir die Gerade lJIX 11 Wo und setzen M Ao == a
und L XlJl Ci == qJ, SO ist auch L AoMPi == qJ, mithin lJfCi # li A;
=== a qJ; die Bahnkurve des Punktes C entsteht also, wenn der Strahl lJLX
urn M gedreht wird, und wenn gleichzeitig der Punkt C von der An-
fangslage JJI aus sich auf lJ1X verschiebt, so da.ß gleichen Drehungs-
winkeln gleiche Verschiebungsstrecken entsprechen. Die so erzeugte
Kurve heißt eine are h i In edis ch e Spi r ale.
Die Schraubenlinie.
156. Ei ne Schrau benlinie e n tsteht, wenn ein Punkt sich
um eine feste Achse dreht und zugleich proportional zu dieser
Drehung parallel zur Achse verschiebt, so daß also gleichen
D l' e h u u g s w i 11 k ein g lei c h e \Te r s chi e b u n g s s t r eck e n e n t -
sprechen. :B~ille solche 13e\vegung heißt Schranbung.Wir bezeichnen
die feste Achse als Schrauhenachse, die Entfernung des bewegten
Punktes von der Achse als 1~ a d i u s der Schraubenlinie, den geraden
Kreiszylinder , auf dem sich die Kurve befindet, als Schra u ben-
z y Iin d e r.Dntel' Ga 11g h ö he versteht man die einer vollen 1Tmdrehung
entsprechende Größe der Verschiebung, also die konstante Entfernung
zweier aufeinanderfolgenden Schnittpunkte irgend einer ~Iantellinie des
Zylinders mit der Kurve. Die Schraubenlinie ist rechts gewunden,
wenn sie für einen in die Achse (gleichgültig ob aufrecht oder ver-
kehrt) gestellten Beschauer nach rechts abwärts geht.
Fig. 151 zeigt eine rechts gewundene Schraubenlinie b mit vertikaler
.Achse a in schiefer Parallelprojektion; die Anfangslage B o des be-
schreibenden Punktes befindet sich auf dem Grundkreise k des Schrauben-
zylinders. Schneiden wir den Zylinder in der durch l~o gehenden
Mantellinie auf und wi ckeln ihn in die Zeichenebene ab, RO verwandelt
sich l: in eine Gerade und b in eine Kurve, bei der sich die mit den
llantelliniell zusannneufallendeu Ordinaten der Punkte BI, 1~2··· wie
die auf k von B
o
ans gerness enell Ahszissen verhalten (Fig. 151 a). D'ie
Ver w a n d el te d e r Sc h I' a u b enl i 11 i eis tal s 0 ein e Ger a d e, 11nd UIn-
gekehrt entsteht durch Aufwickelung einer Ebene auf einen geraden
Kreiszylinder aus jeder Geraden der Ebene eine Schrauhelllil~ie.. 1)i e
Sc h rau ben I i 11i eis t d a her die k ü r z e s te (g e 0 d ä ti s c h e) LI n i e auf
dem geraden I{reiszylinder.
Da die Gerade b mit den abgewickelten Mantelliuieu gleiche Winkel
.einschließt, so schneidet a·uch die Schraubenlinie alle Ma~tel­
linien des Zylinders unter deInselbell \Vinkel. Delllnach hlldeu
die 'I'angenten in allen Punkten der Kurve mit der Ebene des Grund-
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kreises 7~ einen konstanten Neigungswinkel (3, der den vorher gellanlltell
Winkel zu einem Rechten ergänzt. Wir Il81111ell lJ den S t e i g'U Ilg:-;-
winkel der Schraubenlinie.
Für ß == 0 wird die Schraubenlinie zu einem K r e i s, für ß== HOf)
zu einer Geraden.
Ist r der Radius, ~ die Ganghöhe der Schraubenlinie lJ ~ so ergibt
sich aus Fig. 151 a
l) == 2 ~r tg ß . . . . . 1)
Bezeichnen wir mit BI B 2 und B sB 4 zwei gleiche Begenstücke von
b, mit C und D bzw. die Punkte, in denen die auf dem Schrauben-
zylinder durch BI und B 3 gelegten Kreise die }:Iantellinien durch B'}.
~"ig. 151 a.
Fig.151.
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und B 4 schneiden, so haben die krummflächigen rechtwinkligen Drei-
ecke BI CB 2 und B sDB4 paarweise gleiche Katheten, wir können also
das eine durch Drehung um a und Schiebung 11 a mit dem anderen zur
Deckung bringen. Daraus folgt: Gleiche Bogenstücke derselben
Sc h rau ben Ii 11i e si n d k 0 n g r u en t. Die S ch rau ben1i nie ist d a her
in sich selbst verschieb bar, cl. h. sie hat in allen Punkten
denselben Krümmungsradius.
157. Um für irgend einen Punkt der Schraubenlinie b den
.Krülurnungskreis der Größe und Lage nach zu bestimmen, ermitteln
wir zunächst die Schluiegungsebene des Punktes. Dazu dient uns der
Satz , daß die Schraubenlinie die kürzeste Verbind un (1' zweier I'>unkte
auf dem geraden I{reiszylinder bildet. b
Auf je der krumrnen Fläche ist die kürzeste Linie die Gleich-
gewichtsform eines über die Fläche straff gespannten Fadens. NUD
wirken in jedem Punkte des Fadens zwei Kräfte in den Richtungen
nach den beiderseits unendlich benachbarten Punkten und ihre ~littel­
kraft, die nach der Regel des Kräfteparallelogramlus 'konstruiert wird i
muß in die Flächennormale fallen, damit der Faden in Ruhe bleibt.
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Das Kr.tf'teparallelogramm liegt aber In der Schmiegungsebene des
betrachteten Kurvenpunktes, mithin ergibt sich der Satz: Die
Schmiegungsebene in irgend einem Punkte einer geodäti-
s ch e n Li nie ge 11 t dur c h die zug eh ö I' i ge :F' 1ä che n no I' mal e.
In einem Punkte II der Schraubenlinie b ist diese Normale der
Radius 11.A, d. b. das Lot von B auf die Achse A; die Schmiegungs-
ebene L geht daher durch 11A und die Tangente t der Schraubenlinie
in B. Der gesuchte Krümmungskreis liegt in der Ebene r, und da er
t in B berührt, so hefindet sich sein Mittelpunkt 1J{ auf der Geraden
13A. - Wir ermitteln jetzt die Länge Q des Kr ü m m u n g ar a d i u s
B][: Die Ebene L schneidet den Schraubenzylinder in einer Ellipse
mit dem l\littelpunkt .A und der kleinen Halbachse AB === r; die große
r
Halbachse ist 11 t und === -~---- -• Diese Ellipse hat mit der Schrauben-
cos ß
linie in B drei unendlich nahe Punkte, also den Krümmungsradius Q
gemein, folglich ist nach Art, 77
(
r )2 r
P === cosß : r === cos? ß . · . · . 2)
J"
-----------7
/
/
/
/
/
/
/
/
/
,/
F"'ig.152.
a"
B",
k
u"
158. I> a r s tell u n gei n e I' Sc h rau ben 1i nie In i t ver ti k a l e r
Achse ti in <3rund- und Au f r i ß (Fig. 152). Von der rechts ge-
wundenon Schrauhenlinie b ist die
Anfangslage 110 des beschreibenden
Punktes J: in TIl so gewählt worden,
daß ihre \Terhindungslinie mit dem
FußI)unkte A o von a auf x senk-
".A"grecht steht; außerdem ist noch die
Ganghöhe {) gegeben. Um einen Gang
von h zu konstruieren, teilen wir ~t'~
den Grundkreis k des Schrauben-
zylinders in den Punkten Bu , Bi,
B2. . • in eine beliebige Anzahl, etwa
acht, gleicher Teile, machen auf a
die Abschnitte Ao ...11 === Al 112 == ...
== -q und zeichnen im ...Aufriß die
8
horizontalen Strecken A 1 B), ,A 2 B 2 •• •
Verstehen wir unter Bi irgend
einen Punkt von lJ und setzen B;; Ai'
== ~, Ai' Bi' === t), L BoAoBi == q-i
und wie vorhin den Radius von
/) == l', so wird t) == r sin qJ, und es
verhält sich
rp : 2 'JC == r : {J,
also folgt
. 2 1l~'
1) ::::= r stn
1)
d. h: I) e rAu f I' i ß der Sc h rau ben 1i 11i eis t ei II e Si 1111s k 11r v e.
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Der Punkt B~ ist ein Wendepunkt der Kurve 1/', deuu die
Schmiegungsebene in Bo ist .1Tl2' weil sie durch A o130 g-eht. Die
Tangente to von b in B o liegt 11 Tl2' ihr Aufriß bildet also mit x den
Steigungswinkel ß, und dieser ergibt sich nach Fig. 151 a aus einem
rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten sich wie {): 2 TC r verhalten.
Ziehen wir daher die Gerade B~J" 11 x und machen sie == 1Tr , so ist
t~ die Gerade B~J".
Um die Tangen te t, von b im Punkte Bi zu ermitteln, denken
wir uns das auf dem Schraubenzylinder liegende Flächenstück B oBiBi
in die durch Bi Bi gehende Berührungsebene abgewickelt. Dann ver-
wandeln sich die Bögen B oBi und B oBi bzw. in die Tangenten des
Grundkreises in Bi und der Schraubenlinie in Bi' Machen wir daher
auf der Tangente von k in Bi die Strecke Bi T'i gleich dem Kreisbogen
Bi Bo, so ist 1\ die Grundrißspur von ti und ti' === Bi' T'[, - Zu einer
anderen Lösung gelangen wir in folgender Weise: Ziehen wir durch
einen beliebigen Punkt Parallelen zu allen Tangenten von b, so ent-
steht ein gerader Kreiskegel mit zu a paralleler Achse und dem Basis-
winkel ß, der R ich tun g s k egel der Schraubenlinie. Konstruieren wir
diesen Kegel über dem Grundkreise lc, so liegt seine Spitze Sauf a;
um S" zu erhalten, machen wir auf x die Strecke B~ U" === r und
ziehen U" S" 11 B~ J". Nun kennen wir von der Tangente ti bereits
den Grundriß ti, und daraus ergibt sich auf dem Richtungskegel sofort
die zu t, parallele Mantellinie SR; ihr Grundriß AoJl ist nämlich
..L AoBi. Dann ist aber ti' 11 S" R".
Die Höhe AoS des Richtungskegels ist t tg ß, oder nach
Gleichung 1) in Art. 156 = -~~--. Wir setzen
2n
{)
21t == ~o • • • • • • . • • • . 3)
und bezeichnen diese Strecke, also die der Drehung 1 entsprechend e
Schiebung, als red uzierte Ganghöhe.
Ziehen wir S" V".l u"S" bis x, so wird V" V" === ". also
cos2 /3
nach G-Ieichung 2) gleich dem Kr ü m m ungsradi u s (J der Schrauben-
linie b. - Bestimmen wir auf den Geraden BoAo, B 1 Al ... zu den
Punkten l~o, BI · .. von b die Krümlnungsmittelpunkte ]10 , ][1 ... , so
erhalten wir als Ort der KrümlTIungsmittelpunkte eine zweite
Sehraubenlinie H~ von derselben Achse a und derselben Gauehöhe 9.
NaC~l un~erer K,0nstruktion von Q ist 90 die mittlere IJroportio~ale der
l~ad]en dieser beiden Schraubenlinien, folglich ist Bi auch der Krümrnuug s-
mittelpuukt von m an der SteUe 1J;l i , d. h. die Kr ü m m u n g s m i t t e I-
I' 11n k te von m li e gen U m ge k ehr tau f b,
Wir ermitteln schließlich den Krümmungsradius der Sinus-
~u r v e b".i ~ de.n Schei tel n IJ~, B~ .. . Der KrÜmITIUngskreis der
~chraubenhn~~ ~, In 132 erscheint im Aufriß als Ellipse mit der großen
Halbachse .ll12 B 2 == Q und der kleinen Halbachse Qsin ß. fliese Ellipse
?at mit der Kurve b" in B~ drei unendlich nahe Punkte gernein, mithin
ist der gesuchte }{rümmuIlO'sradius von b" === ({) sin ß)2 : Q == r tg2{j
== B~' V". b ~
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159. Schlagschatten der Schraubenlinie auf TI. Kon-
struieren wir in Fig. 152 bei gegebener Lichtrichtung 1 vom .EI:dpuukte
As der Ganghöhe Ao As den Schlagschatten Ag, so finden wir den
Schatten VOll Bi, indem wir die Strecke AoA: in acht gleiche Teile
teilen und durch den 'feilpunkt A? die Strecke A: B~t -# s.u; d. h.
#: Ao IJi ziehen. Dies ist aber die Konstruktion einer Zykloide, die der
Punkt B o beschreibt, wenn der Kreis wo, dessen Mittelpunkt .A o und
?essen Umfang == AoA~ ist, auf der zu l' parallelen Geraden t' rollt.
Bezeichnet l den Neigungswinkel der Lichtstrahlen gegen TIl , so ist
AoA~ = f) cotA, also der Radius von Wo = ) cotA, d. h. gleich dem
..:.J']f;
Schatten Ao Sh der reduzierten Ganghöhe.
'ViI' erhalten eine verschlungene, gespitzte oder geschweifte
Zykloide, je nachdem AoBo '2 AoSh ist. Setzen wir hier für AoBQ aus<
Gleichung 1) den .Ausdruck ~ und für Ao Sh den oben gefull-
e 2']f; tg {:J
denen Wert , so geht. diese Bedingung über in tg A~ tg ß. Daher der
Satz: I) er Sc h 1a g s chat t end er Sc h I' a u ben1in i e auf ein e zu ihr er
Achse senkrechten Ebene ist eine Zykloide, und zwar eine
verschlungene, gespitzte oder geschweifte, je nachdem der
Neigungswinkel der I..Jichtstrahlen gegen die Ebene größer
ist als der Steigungswinkel der Schraubenlinie, oder i h m
gleich oder kleiner ist als dieser. - Der Schlagschatten auf.jede
andere Ebeue ist demnach eine affine Kurve zu einer Zykloide.
Die a b w i ck e1bar e S ch r a u b e n f 1ä ch e.
160. Die Tangenten der in Fig. 152 dargestellten Schraubenlinie b
bilden eine a hwi ckel bare Schra u benfläche, die von den Schmie-
gungsebenen der Kurve berührt wird; die Schraubenlinie ist die R ü ck-
kehrkante der Fläche (vgl. Art. 88). Diese Tangentenfläche schneidet
die TI1 in einer Evol ven te e des Grundkreises k des Schraubenzylinders
mit einem Rückkehrpunkte in Bo• Der eine Zweig von e enthält die
Grundrißspuren der Tangenten der oberhalb TI1 liegenden Punkte VOll
b; der andere Zweig entspricht dem Teile von b, der sich unterhalb 111
befindet.
Da die Tangente i, des Punktes Bi von b auf dem Radius B, Ai
senkrecht steht, so ist sie eine Fallinie der Schmiegungsebene der
Schraubenlinie in Bi, d. h. der Berührungsebene der abwickelbaren
Schraubellfläche. Diese Ebene bildet mit TIl den konstanten Neigungs-
winkel ß; deshalb bezeichnet man die abwickelbare Schraubenfläche als
eine ~'läche von g lei chförmiger N eig ung.
Die Inflexionstangenten der Sinuskurve b" bilden den zweiten
scheinbaren Umriß der Fläche, weil die entsprechenden Berührungs-
ebenen auf TI2 senkrecht stehen.
Jede horizontale Ebene schneidet die Fläche in einer zu e kon-
gruenten Kurve, die wir aus e durch Schraubung urn a erhalten. Bei
dieser Schraubung beschreibt jeder Doppel punkt von (' t~ille ~('hranben­
Iinie , in der die Fläche sich selbst durchschneidet, also eineI>oppel-
kurve der Fläche.
161. Die Eigenschattengrenze der Fläc·he. r~ei jeder ab-
'v i c k el bare'n F 1ä cheb e s te h t d i e Ei gen s c hat t eng ren z e aus
l'Iantellinien; denn ist 1) ein Punkt der Eigenschattengrenze unrI i die
durch ihn gehende Mantellinie, so berührt die durch t in der Lichtr-ichtung
gelegte Ebene die Fläche nicht nur in 1), sondern in allen Punkten von i.
Um die Eigenschattengrenze der Tangentenfläche der Schrauben-
linie b zu ermitteln, benutzen wir den in Fig. 152 konstruierten Rich-
tungskegel, der k zum Grundkreis und S zur Spitze hat. Denken wir
uns zu zwei unendlich benachbarten Tangenten von b die parallelen
l'Iantellinien des Richtungskegels gezeichnet, so sind auch die Ebenen
parallel, die durch diese Geraden bestimmt werden; die a b w i c k e1bar e
Schraubenfläche und ihr Richtungskegel haben also in paral-
lelen ltlantellinien parallele Berührungsebenen. Daraus folgt,
daß die Eigenschattengrenzen beider Flächen einander
parallel sind. In Fig.152 gehen nun die Eigenschattengrenzen des
Kegels nach den Berührungspunkten Fund G der Tangenten aus Sh an
k: wir erhalten daher im Grundriß die Eigenschattengrenze der Schrauben-
fläche, indem wir 11 A o F~ und A o (]- die Tangenten von k ziehen, denen
Tangenten von b entsprechen, die zu S]? und S G parallel sind.
162. Bei der Abwickelung der Schraubenfläche ändert sich
weder das Bogenelement cls der Rückkehrkante b, noch der Winkel d,ft
zwischen zwei aufeinander folgenden Elementen von b , also auch nicht
·1 K' d· ds D· R k 1 I(er rümmungsra IUS Q == -.. i e .ü c kehrkante v e r w a n c e t
dft
sich de mnach in ei nen Kreis bo gen vom Ra d i u s Q. Für einen
vollen Schraubengang ist die Bogenlänge Bo Bs gleich der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 2 1l rund fJ, oder
== 2. B~'J" in Fig.152. Die Spurevolvente e verwandelt sich in die
Evolvente des Kreisbogens.
Die Scnraubenflächen im allgemeinen.
163. Eine Schraubenfläche entsteht durch Sc h r a u b u u a
ei Her unveränderlichen Kurve um eine Achse. Dahei beschreiben
alle Punkte der Kurve Schraubenlinien von derselben Achse und gleicher
Ganghöhe. Jede Schraubenfläche ist daher in sich selbst ver-
s c h ie b ha r. - Als I~r7.eugende kann jede Kurve betr·achtet werden,
die alle Schraubenlinien der Fläche schneidet. Die ehenen Schnitte der
Fläche , die die Achse enthalten, heißen ~reridiankurven (Pr o f i l-
k u r v e n}; diejenigen, die auf der Achse senkrecht stehen, ,verden als
Normalkurven (J3asiskurvell) bezeichnet. Die ~Ieridiankurven so-
wohl, wie die Normalkurven gehen durch Schraubung ineinander über,
sind also unter sich ko ng ruen t,
Ist von einer Schraubenfläche die Achse a.l TI die Erzeugende( ' '' ) . I" G . 1 ,t: C, C , sowre me langhöhe fJ und der Sinn der Sohraubunz (fegelJeu,
so erhalten wir die ~reridiankurve rno in der Ebene Mo 11 112 ' inilem w ir
lU~
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y~rsc~lie(~ene .Puukte P, Q... von c der Reihe nach geschraubt denkeu.
bis SIe In die Ebene Mo gelangen (Fig. 15in. Bezeichnen wir mit
])0 die neue Lage von 1), so ist a' 1)~ 11 x und == a' P', und die Ent-
fernung des Punktes 1)~' von der durch 1)" gehenden Parallele zu :r
verhält sich zu ~ wie L P' a' P~ zu 360 u• Wir werden daher die Punkte
1)', Q' ... zweckmäßig so wählen, daß die Winkel zwischen der Parallele
durch a' zu :r und den Geraden a' _1)', a' (J'. . . einfache Bruchteile VOll
3GOo betragen. - DIn die in der Ebene N liegende Normalkurve n zu
ermitteln, bestimmen wir von den Schraubenlinien
der Punkte I', Q... ihre Schnittpunkte 1\, Ql ...
mit N. Dann ist a' I J{ == a' 1)', und der Winkel
P{ a' p' verhält sich zu 360 0 wie der Abstand des
Punktes 1)" von N" zu~. Bei dieser Konatruktion
ist es also vorteilhaft, wenn die Entfernungen der
Punkte 1"', Q" . . . von der Geraden N" zur Gang-
höhe f) in einem einfachen Verhältnis stehen.
Der erste wahre Umriß der Fläche wird von
den Schraubenlinien derjenigen Punkte von m,o
gebildet, deren Tangenten 1I a sind. Der zweite
Umriß ist der Ort solcher Punkte der geschraubten
Normalkurve deren Tangenten auf TI2 senkrecht
stehen. Ist die Norrnalkurve z. B. ein Kreis -
wie bei der ge,vu ndenen Sä ule des Barock-
stils -, so besteht der zweite scheinbare Ilrnriß aus zwei Sinuskurven,
die ZULU Aufriß der Schraubenlinie kongruent sind, die der Mittelpunkt
des Kreises beschreibt.
Die Berührungsebene T in einern Punkte B der Schraubenfläche
ist best.irnmt durch die 'I'angeute an die durch IJ gehende Erzeugende,
sowie durch die Tangente an die Schraubenlinie lJ, die der Punkt B bei
der Entstehung der Fläche beschreibt. Durch Schraubung von T er-
halten wir eine ab wi ckel ha re Schra u b enfläch e, welche die gegebene
Fläche in allen Punkten von b berührt. Sie gestattet dieselbe kon-
struktive Verwendung wie die Parallelkreisberührungskegel einer Um-
drehungsfläche.
164. Eine Regelschraubenfläche entsteht durch Schraubung
einer Geraden. Der Punkt der Erzeugenden, der der Achse am nächsten
liegt, beschreibt die Kehlschraubenlinie. Die Fläche ist a b w i ck e}-
bar, wenn die Erzeugende die Kehlschraubenlinie berührt; andernfalls
ist sie windschief. Bezeichnen wir rnit 'Y den Neigullgswinkel der
Erzeugenden gegen eine zur Achse senkrechte Ebene, mit r ihren
kürzesten Abstand von der Achse, mit {) die Ganghöhe der Sohraubung,
so besteht im Falle einer ab\vickelbaren Schraubenfläche die 13eziehung
I) === 2 Tl r tq 'Y.
Eine l{egelschraubenfläche heißt ger a d e (11 0 r Ina 1) oder sc h i e f,
je nachdem die Erzeugende rechtwinklig oder schief gegen die Achse
gerichtet ist, und sie heißt geschlossen (axial) oder offen, je nach-
dem die Erzeugende die Achse schneidet oder nicht s~hneidet... Die
gerade geschlossene Regelschraubenfläche wird auch als Wen d elf I ach B
bezeichnet. In Fig. 151 bilden die Geraden A oBo~ At Bt ... eine solche
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Wendelfiäche, und dasselbe gilt von den oberen Kanten der Stufen bei
einer Wendeltreppe.
165. Die N 0 r mal k u r v e der S chi e f e n Re gel s c11 rau ben f Iä c11 e
(Fig.154). Wir gehen von der abwickelbaren Schraubenfläche aus, die
durch Schrauhung der Geraden t um die vertikale Achse a entsteht.
Die Strecke .AB, die den kürzesten Abstand der beiden Geraden dar-
stellt, bestimmt den Berührungspunkt B von t mit der Rückkehrkante /J.
Sei ferner T der Schnittpunkt von t mit 111 , k der Grundkreis von I),
Fig. 154. der AB ZUIll Radius hat; dann
berührt der Grundriß B' T von
t den Kreis k in B'. Ziehen wir
noch durch A und durch eineu
beliebigen Punkt C von AB die
Geraden 'll, und v 11 t und be-
zeichnen ihre Grundrißspuren mit
U und V, so ist UTV#ABC
und .lB' T.
Wir lassen nun u und v an der
von tausgeführten Schraubung
teilnehmen. Dann erzeugt ~t eine schiefe geschlossene, v eine schiefe
offene RegelschraubenfJäche, und wir erhalten die in TI1 liegenden
~ormalkurven aller drei Flächen als die Bahnen, welche die Punkte
T, U, V in Verbindung mit der.auf k rollenden Tangente 1J'1" beschreiben.
Fig.155. Daraus folgt nach Art. 155: Die N orrnal-
kurve der schiefen offenen Regel-
schraubenfläche ist eine allgemeine
Kreisevolvente, diejenige der
schiefen geschlossenen eine archi-
med is che Spirale.
166. Dar stell ung ei n er s eh iefen
geschlossenen Regelschrauben-
fläche in Grund- undAufriß(Fig.156).
Von der rechts gewundenen Fläche sei
gegeben die vertikale Achse a, die un-
begrenzte Erzeugende ,q, die a in A
schneidet, in der Anfangslage go I1 TI2
und die Ganghöhe 1). Um eine Anzahl
von Lagen gl' g2 . .. der Geraden .Q zu
zeichnen, konstruieren wir die Schrauben-
linie u, die irgend ein Punkt B von 9
beschreibt, und verbinden die Punkte
I11J B 2 ••• von b mit den entsprechenden
Lagen Al, A 2 ••• des Punktes A. Zu dem
Zwecke teilen wir den Kreis b' von B«
aus in den Punkten B{, B~ in 211. gleiche Teile und machen auf a"
die Strecken A~A;', A~ A~ == _9 __ . Damit keine der so erhaltenen
2n
Erzeugenden im Aufriß mit a" zusammenfällt, setzen wir n gleich einer
ungeraden Zahl, z. B. == 9. 1Tm ferner bei der Konstruktion von b"
die auf a" schon vorhandene 'feilung A~', A~', A~ ... wieder benutzen
zu können, wählen wir elen Höhenunterschied der Punkte A~' und J3(~'
gleich einem Vielfachen von {) z. B. == ~ f)
1H' 18 ·
Der zweite scheinbare Umriß der Fläche besteht aus unendlich vielen
kongruenten hyperbelartigen Ästen mit den ASYlnptotel·} n" g" o'.
.. .~, 0, !h~,1~ • • •
Diese Aste berühren die Gerade a" in den IHittelpunkten '"der' Sb:eckel1
.A~ A~, A;; A~'R' .. ; sie berühren außerdem die Sinuskurve 1/' und sind in
einiger Entfernung von a' so schwach gekrümnlt, daß sie nahezu als
geradlinig betrachtet werden können.
Di~ Sch~ittpunkte der zu TI2 parallelen Geraden 90, s«, 918'"
beschreiben die Doppelkurven der Fläche ; die erste geht durch die
Schnittpunkte von gn mit go und gIS'
167. Eine Schraube ist ein Körper, der durch Schraubung einer
allseitig begrenzten Fläche erzeugt wird, Gewöhnlich besteht die
Schraube aus einem geraden Kreiszylinder als Kern und dem außer-
halb anliegenden Gewind e. Dieses bestimmt man am einfachsten
Fig.156.
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durch Angabe eines ltleridianschnitts, und dazu läßt sich jede Figur
verwenden, die eine gerade Seite enthält, mit der sie auf dem Zylinder-
mantel aufliegt. Die Ganghöhe der Schraubung ist dann so groß zu
wählen, daß die in dieselbe Ebene fallenden Lagen der Figur sich nich t
gegenseitig durchschneiden. - Unter Schraubenmutter versteht
man einen Körper mit einem Hohlraum, den die zugehörige Schraube
ausfüllt, so daß sie in ihm eine Schraubung ausführen kann, hei der
die Oberflächen der heiden Körper aufeinander gleiten.
Die Schraube mit scharfem G-ewinde hat als Meridianschnitt
ein gleichschenkliges Dreieck B CD, dessen Grundlinie CD zur Achse ((,
parallel ist. Die Ganghöhe ist gleich der Grundlinie. Jeder Schenkel
des Dreiecks beschreibt einen 'I'eil einer schiefen geschlossenen Regel-
schraubenfläche. - In Fig. 156 ist a..l TII • Um die Schraube in Grund-
und Aufriß zu zeichnen, konstruieren wir zunächst die Schraubenlinien
bund c, die von B, sowie von C und ]) erzeugt werden. Der zweite
scheinbare Umriß der heiden Schraubenflächen ist zwar krummlinig,
aber nach Art. 166 von einer Geraden so wenig verschieden, daß wir
ihn durch die gemeinsamen Tangenten der Sinuskurven b" und e"
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ersetzen dürfen. Der Umriß ist also nach außen abgerundet, d , h. ohne
Ecken; in der Nähe des Kernzylinders überschneidet die eine Umri ßliuie
die andere, jedoch so, daß die Schnittpunkte noch außerhalb des
Zylinderumrisses liegen.
Bei der Darstellung der aufgeschnittenen Schraubenmutter , die
durch die Meridianebene 11 TT2 begrenzt wird, tritt an die Stelle der
eben ermittelten Umrißlinie der aus aneinandergereihten Dreiecken
gebildete Meridianschnitt.
Die Schraube mit flachem Gewinde wird durch ein Rechteck
erzeugt, dessen Ebene die Achse a enthält, und von dem zwei Seiten
11 a sind (Fig. 157). Die Ganghöhe ist in der Regel doppelt so groß,
wie die zur Achse parallele Rechtecksseite. Die auf der Achse senk-
rechten Seiten beschreiben Teile von Wendelflächen. - Bei einer
Wendeltreppe ist die Grundform der Wange, in der die Stufen befestigt
sind, der Gewindeteil einer flachgängigen Schraube mit großer Gang-
höhe. Ein von zwei Meridianschnitten begrenztes Stück des Gewindes
wird dann als 'I'r e ppen k r ü rnm l i n g bezeichnet.
Fig.158.
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168. Die Wen delfl äche als Fugenfläche bei ei n e m sc hiefe n
Brückengewölbe (Fig.158). Ein halber gerader Kreiszylinder sei
begrenzt durch die in TTI liegenden Mantellinieu Al A 2 und BI B2 und
durch zwei kongruente Halbellipsen k1 und k2 , deren Ebenen schräg
gegen die l\ilantellinien aber 1.TI1
gestellt sind. Wollen wir (liesen
Halbzylinder als Laibungsßäche
eines aus Quadern gebildeten
Tonnengewölbes benutzen, so
dürfen wir die Fugen nicht in
die Mantellinieu legen. Bei einer
solchen Anordnung der Quader
würde nämlich der Druck überall
A 2 senkrecht gegen die ebenen
Fugenflächen wirken, die d urch
die Mantellinien und die Zylinder-
achse gingen; dächten wir uns
also den Zylinder senkrecht zu
seiner Achse mit zwei Ebenen
durch die Punkte A 2 und BI ge-
schnitten, so hielte sich zwar der
z ~vischen ihnen liegende Teil des Gewölbes im Gleichgewicht, nicht aber
die außerhalb übrig bleibenden Stücke. Wi r müssen daher an Stelle
der }~.antelli?ien krumme Linien als Fugen v e r w e n d e n , die so
z~ wahlen SInd, daß sie auf den Stirnkurven !vi und 7c2 an-
nahernd senkrecht stehen. Dazu bedienen wir uns am einfachsten
der auf dem Zylinder liegenden Schraubenlinien weil diese in der
Abwickelung als Geraden erscheinen und deshalh ohne weiteres kon-
struiert werden können.
T • Der abgewickelte Zylindermantel ist in Fig. 158 a in bekannter
\\ ~lse ?ezeichnet ~orden (vgl. Art. 94). Dabei hat sich die I-Ialbellipse
k1 In eine halbe SInuskurve mit den Scheiteln Al und BI verwandelt:
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der Wendepunkt liegt in der Mitte der Strecke Al BI, und seine Tan-
gente bildet mit der ~'Iantellinie einen Winkel:=:: L A2AI BI' Da die
verwandelte Kurve von der Geraden Al BI nur unerheblich abweicht,
so ziehen wir die abgewickelten Lagerfugen geradlinig und 1. AB,
mithin die Stoßfugen 11 Al BI' })ie so erhaltenen Geraden we:de~l
mittels der abgewickelten Mantelliuieu auf den Zylinder übertragen und
liefern dort zwei Scharen von Schraubenlinien, die einander rechtwinklig
schneiden. Die Fugenflächen der einzelnen Wölbsteine werden durch
die Zylindernorlnalen in den Punkten dieser Schraubenlinien gebildet,
sind also Wendelflächeu.
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169. Die Röhrenschraubenfläche (Serpentine) ist die Ein-
hüllende einer geschraubten Kugel (Fig. 159). Stellen wir die Schrauben-
achse a wieder 1.TI1 und bezeichnen mit lJ die
Schraubenlinie, die der Kugelmittelpunkt B be-
-schreibt , so erhalten wir als zweiten scheinbaren
Umriß der Fläche die Einhüllende v" aller Lagen
der bewegten Kugel , also ein e Par all elk u rv e
de r Si n u s kurve b" (vgl. Art. 145). Beide Kurven
haben in entsprechenden Punkten denselben Krüm-
mungsmittelpunkt; wir benutzen insbesondere
die Krümmungsmittelpunkte in den Scheiteln von
b" zum Zeichnen von v". Den \Vendepunkten
von b" entsprechen Wendepunkte von v" mit
parallelen Tangenten. Ähnlich wie der Umriß
einer schief gestellten Ringfläche kann die Kurve
v" Überschneidungen aufweisen und Rückkehr-
punkte hesitzen, die auf der Evolute von b" liegen.
Jede Lage der geschraubten Kugel berührt
die Röhrenfläche in einem Hauptkreise lc, dessen
Ebene auf der Tangente von b senkrecht steht.
In der Anfangslage Bo des Punktes B ist diese
Tangente 1I TI2' also lc~' eine Gerade. Die Fläche
kann auch durch Schraubung des Kreises k er-
zeugt werden. Da seine Ebene mit der TII beständig denselben Winkel
bildet, so erscheinen alle Lagen von lc im Grundriß als kongruente
Ellipsen.
Meridian- und Normalkurve , wie überhaupt alle ebenen Schnitte
der Fläche werden am einfachsten als die Einhüllenden der Kreise
konstruiert, in denen die betreffende Ebene eine Reihe von Lagen der
erzeugenden Kugel schneidet.
Eig e n s chatte n grenz e 11.
170. Eine rechtsgängige Schraubenfläche sei gegeben durcn ihre
Achse a1. TI die Gauehöhe f) und eine beliebige Lage der Erzeugenden c.
Fig. 160 zei~t nur de~ Grundriß ; dabei bedeutet Ao den Schnittpunkt
von a mit Tll' Machen wir auf a die Strecke Ao S gleich der redu-
zierten Gauehöhe -ij und bezeichnen mit Sh den ersten Spurpunkt des
b 21l
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durch S gehenden Lichtstrahls 7, so ist durch Angabe VOll Bit die Licht-
richtung bestimmt.
Der Kreis k' um A o sei der Grundriß irgend einer Schraubenlinie k
der Fläche; wir stellen uns die Aufgabe, die auf k befindlichen Punkte
der Eigenschattengrenze s zu ermitteln. Der Schnittpunkt 1) von c
und k würde der Kurve sangehören, wenn seine Berührungsebene T t
die durch die Tangenten e und t von c und k bestimmt ist, zu 7 parallel
wäre, oder mit anderen Worten, wenn die durch S 1I T gelegte Ebene Tl
den Strahl 1 enthielte. Um Tl zu bestimmen, ziehen wir durch S
Parallelen zu e und t. Die erste schneidet TII in einem Punkte der
Parallelen durch A o zu e', z. B.
in EI; die Grundrißspur Tl der
zweiten liegt auf dem Kreise k'
(A oTl 11 t'). Dann ist EI Tl die
Grundrißspur von Tl, und diese
Gerade müßte durch Sh gehen,
wenn sich der Punkt 1) auf s be-
e' finden würde. Gegenwärtig ist
dies nicht der Fall; verstehen wir
jedoch unter GI und H 1 die
Schnittpunkte von E] 111 mit dem
Kreise i, der Ao zum Mittelpunkte
und A oSh zum Radius hat, so be-
darf es nur einer rechtsgängigen
Schraubung der Kurve c um den überstumpfen Winkel G] Ao Sh oder
um den Winkel 11] A o Sh, um den Punkt P auf die Kurve s zu
bringen. Machen wir daher L P'.A o Q' == L G]AoSh und L 1)' AoB'
::::=: L BlAoSh, so erhalten wir auf k' zwei Punkte Q' und tr von s'.
Um die gefundene Konstruktion zu vereinfachen, wollen wir zuvor
jeder beliebigen Richtung des Raumes einen ganz bestimmten Punkt
der Ebene TI1 in folgender Weise zuordnen: 'ViI' definieren als der
Richtung m zugeordnet denjenigen Punkt M von TI], den wir er-
halten, wenn wir die Gerade SM] 11m bis TII ziehen und den Punkt lll}
um Ao im Sinne der aufwärts gehenden Schraubung (im vorliegenden
Falle also entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers) um 900 drehen.
Konstruieren wir hiernach in Fig. 160 die den Richtungen e, t, 7 in TIl
zugeordneten Punkte E, T, L, so fällt 11 mit P' zusammen, und L liegt
auf dem Kreise i. Dann ergibt sich auf Grund der vorhergehenden
Darlegungen die Regel: Um auf einer Schraubenlinie k der Fläche
die Punkte der Eigenschattengrenze s zu finden, ziehe man
in e i u e m beliebigen Punkte P von k die Tangente e der Er-
zeugenden c und bestimrne in TI] die den Rjchtungen e und L
z u g e o r d n e t s n Punkte E und L. Ferner zeichne Inan in TI t
den BI i t /C' k 0 TIzen tri sc h e 11 Kr eis i dur ch I.J. Sc h 11eid e t d i e
Gerade P'l~ den Kreis i in G und 11, RO geht 1) durch Schrau-
bung tun den Winkel GAoI, oder HAoL in die Punkte Q und
II von s über.
Geht die Gerade EP' durch L, so ist P selbst ein Pu n k t
der Kurve s.
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171. Ist c die N o r m a l k u r v e der betrachteten Schraubenfläche,
so tritt an die Stelle von li.J' der unendlich ferne Punkt des Lotes von
A o auf e', und die Gerade E P' wird zur Norrnale von c' in 1)'. Dann
folgt aus dem letzten Satze in Art. 170: Der Grundriß s' der Eigen-
schattengrenze ist der Ort derjenigen I)unkte der Grundrisse
aller Norlnalkurven, deren Normalen durch den Punkt I,
geh e n.
Bei der geraden geschlossenen Itegelschraubenfläche ist
demnach die Kurve s' der Ort der Fußpunkte aller Lote von L auf die
durch A o gehenden Geraden, d.h. ein Kreis vom Durchmesser Aol.l'
Da jener Fußpunkt den Kreis s' einmal vollständig durchläuft, wenn
der Grundriß der Er- :Fig. 161.
zeugenden eine halbe D"
Drehung um A o aus- 0
führt, so erhalten
wir als Eigens chatten-
grenze seine
Schrau benlinie
B"
von der Gang- 0
h ö h l)
o e :2'
172. Bei einer
schiefen Regel-
s c h r a u benfläch e
fällt für jeden I)unkt
einer Erzeugenden die
Tangente e mit dieser
Erzeugenden zusam-
men, und die Punkte
E, und 1~ liegen für B~ •....................... ,; Co
alle Erzeugenden auf
einem Kreise t'um Ao•
Um also für eine be-
liebige Erzeugende e
den Punkt P zu kon-
struieren, den sie mit
s gemein hat, ziehen
wir im vorher be-
stimmten Sinne die
Gerade A o11) J. e' bis
t' und schnei den c'
mit LE in P'.
An w e n d ung auf die seharfgän gige Sc h r a u b e, In Fig. I (,1
ist die Schraube - wie vorher in Art. 167 - durch den zu TI2 paral-
lelen l\tleridianscbnitt lJo GIO Do gegeben, die Ganghöhe 1) ist ,vied~r
=== CD. Um für die von der Strecke lJoCo besclniobene Flä~he dIe~. 0 0 • 1'.. f a" die StreckeF..Jlgenschattengrenze s zu konstruieren, mac ien WH au " ~
A;; S" == {J und bestimmen wie früher die Punkte 81t und I~. \ViI"
2n
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ziehen ferner S" R" 11 B~' ()~' bis x und beschreiben 111 TI1 mit A:l' R"
den Kreis ( um A o• Ist nun e' der Grundriß einer beliebigen Er-
zeugenden e, lEI der Schnittpunkt von f mit der '7erlängerung von e'
über Ao, so erhalten wir auf ( den der Richtung e zugeordneteIl
Punkt E durch Vierteldrehung von AoEJ) entgegengesetzt dem Sinne
des Uhrzeigers, und dann bestimmt die Gerade IJ E auf e' den Punkt lJ'
von s'. Ziehen wir umgekehrt zuerst durch L eine beliebige Gerade f/,
die f in E und F schneidet, so finden wir auf ihr zwei Punkte von s'~
nämlich ihre Schnittpunkte P' und Q' mit den Loten in A o zu Ao El
und AoF. Berührt q den Kreis t, so liegen P' und Q' beide unendlich
fern, d. h. die Tangenten aus L an f sind Asymptoten von s'. Gegen-
wärtig kommt nur der Teil von s' in Betracht, den die um Ao durch
B~ und Co beschriebenen Kreise einschließen, und dieser kann durch
die Asymptoten angenähert ersetzt werden. - Die Kurve s' hat in A 0
einen Selbstberührungspunkt und in Leinen Doppelpunkt, wie sich
sofort ergibt, wenn die Gerade g durch Ao, bzw. durch die Endpunkte
des auf AoL senkrechten Durchmessers von f gezogen wird.
173. Der Schlagschatten, den eine Schraubenfläche von ihrer
Eigenschattengrenze und von ihrem Rande empfängt, wird nach dem
indirekten Verfahren, also aus dem Schlagschatten auf die TI1 ermittelt.
Noch einfacher, obgleich weniger genau, läßt sich die ganze Schatten-
konstruktion auch in der Weise behandeln, daß Inan d1e Fläche in der
Lichtrichtung mit vertikalen Hilfsebenell schneidet (Art. 124, I).
IX. Windschiefe Flächen.
174. Nach Art. 89 verstehen wir unter einer Regelfläche eine
solche Fläche, die durch Bewegung einer Geraden erzeugt wird. UIn
das Gesetz dieser Bewegung in jedem einzelnen Falle festzulegen,
schreihen wir am einfachsten drei bestimmte I~eitkurven 71, 12, 1a vor,
welche die Erzeugende beständig schneiden soll. Dann erhalten wir
nämlich die durch irgend einen Punkt Al von '1 gehenden Erzeugenden
als die gemeinschaftlichen lVlantellinien der beiden Kegelflächen, die Al
zur Spitze und 12 bzw. 1a zu Leitkurven haben. Die so entstehende
Regelfläche ist im allgemeinen w in d sc h ief; denn würden zwei un-
endlich benachbarte Erzeugende, die mit 11 , 12 , 1a bzw. die Punkte Al'~4 2' Aa und BI, B2 , B 3 gemein haben, einander schneiden, so müßten
die Geraden Al BI, A2B2, ~43 Bs, d. h. die Tangenten der drei Leitkurven
in Al, A 2 , A 3, in einer und derselben Ebene liegen. Dies wird im all-
gemeinen nicht der Fall sein; ereignet es sich für g ewi s s e Lagen der
1~~rzel1genden, so besitzt die Fläche in einer solchen Erzeugenden ein
ebenes :Flächenelement, und findet es bei besonderer Auswahl der
drei Leitkurven für a l l eF~rzeugenden statt, so ist die Fläche ab-
w i c k elbar.
175. verzeichnen wir auf irgend einer windschiefen Fläche eine
Rei.he von unendlich dicht aufeinanderfolgenden Erzeugenden e, t, g,
11, ~ • .. un~ lege? durch eine von ihnen, etwa g, eine beliebige Ebene
T, so scheidet diese die Fläche in einer Kurve s die durch die un-
endlich benachbarten Schnittpunkte E, r, Il, fT ~Oll T mit c, t, h, 'i
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hindurchgeht. I)ie Kurve s wird zwischen I? und 11 von der Geradeu
.rI in einem Punkte (j getroffen, und dann ist G- ein Knotenpunkt der
vollständigen, aus g und s hestehenden Schnittkurve , die T mit der
Fläche gemein hat (vgl. Art. 137). Die Ebene T berührt demnach die
Fläche in dem (hyperbolischen) Punkte G-, und das Analoge gilt offenbar
von jeder anderen, durch eine Erzeugende gelegten Ebene.
Bei Aufgaben über ebene Schnitte, Durchdringungen usw. bedienen
wir uns naturgemäß stets der Erzeugenden der Fläche. Ebenso können
wir die Eigenschattengrenze mit Hilfe ebener Schnitte, die zu einer
projizierenden Ebene des gegebenen Lichtstrahls parallel sind, wenig-
stens angenähert ermitteln (Art. 124, I).
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176. Je nachdem sich unter den drei zur Hestimmung der Fläche
erforderlichen Leitkurven gerade Linien befinden oder nicht, könueu
wir vier Arten von windschiefen Flächen unterscheiden.
a) Sind alle drei Leitlinien gerade und sämtlich windschief
zueinander, so bezeichnen wir die Fläche als ein einschaliges Hyper-
bol 0 id. Wir konstruieren sie am einfachsten, indem wir durch die Leit-
gerade 71 ein Ebenenbüschellegen und die Schnittpunkte jeder einzelnen
Ebene mit 72 und 73 bestimmen; ihre Verbindungslinie ist eine Erzeugende
der Fläche. Durch jeden Punkt Al von 71 geht eine Erzeugende, nämlich
die Schnittlinie der Ebenen A 1 ' 2 und .111 73 • - Zwei Erzeugende können
einander riiemala schneiden, denn wäre dies der Fall, so lägen auch die
drei Leitgeraden in der durch die beiden Erzeugenden bestimmten Ebene.
Die Fläche ist also wind schief.
Die vorliegende Fläche, deren weitere Behandlung wir in die pro-
jektive Geolnetrie verweisen, ist offenbar eine Verallgemeinerung des
früher betrachteten einschaligen Umdrehungshyperboloids. Einen zweiten,
technisch wichtigen Sonderfall bildet das hyperbolische Paraboloid,
das sich ergibt, wenn die eine der drei Leitgeraden unendlich fern
ist, also durch eine R,ichtungsebene ersetzt wird, zu der die sämt-
lichen :Erzeugenden parallel sind. Dann verhalten sich die Abschnitte
auf der einen Leitgeraden wie die zwi-
sehen denselben Erzeugenden liegenden
Abschnitte auf der andern.
Durch das in Fig. 162 dargestellte
windschiefe Viereck AB CD wird ein
hyperbolisches Paraboloid bestimmt, das
AB und CD zu Leitgeraden und B C
und A D zu Erzeugenden hat. Zeichnen
wir nämlich das Parallelogramm A 1) CE,
so können wir die Ebene BeE als Rich-
tungsebene des Paraboloids betrachten,
weil sie B C enthält und zu Al) parallel ist. Wir erhalten also eiue
dritte Erzeugende, indem wir ./tBund CD mit einer Ebene schneiden.
die zu B CE parallel ist. Legen wir diese _Ebene durch den Punkt J(
von A E, so schneidet sie die Ebene AB J1J in J(]? 11 E 13 und die
Ebene AD CE in s o 11 EC, und dann ist F(; die gesuchte Er-
zeugende, - Wir können aber durch dasselbe Viereck noch ein zweites
hyperbolisches Paraboloid legen, indem wir B C und ...4D als Leit-
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o'eraden, AB und CD als Erzeugende und deinnach die Ebnno Al/}~'.
als Richtungsebene auffassen; um von ihm eine dritte Erzeugende IlJ
zu konstruieren, ziehen wir durch irgend einen Punkt 1.1 \'"011 (~J1.I' dip
Geraden LH 1I EB und LrT 11 EA bzw, bis Be und AI). Oie Ebenen
F G]( und 11J L schneiden sich in einer durch den Punkt BI == (} tc X fT 1.1
gehenden Geraden, die zu E B parallel ist; sie möge ]1' (; in N, 11J iII
.P treffen. Dann verhält sich
MN {IM
](F GK
und
KJ/ AK
ER - AE'
also ist
MN
EI~. (I]I.Al(
~K-~-AE--· .
MI)
Ebenso ergibt sich
EB . ~I.Ll[. CL
JL. CE
Nun ist aber rTM = Al(, OL == GM, fTL == Al~~ und CrJ' === (rl(
also folgt MN === MP, d. h. die Punkte N und ]J fallen zusammen.
Die Erzeugende H J des zweiten Paraboloids schneidet also F G und
folglich alle Erzeugenden des ersten; sie liegt demnach ganz auf d iesem.
Dasselbe gilt offenbar von allen Erzeugenden der zweiten Fläche, die
beiden Paraboloide decken sich daher vollständig. 1\ u f rle m h y per-
bolischen Paraboloid gibt es also zwei Scharen gerader
Linien.
Wie in Art. 140 wird. bewiesen, daß das hyperbolische Paraholoi(l
eine Fläche zweiter Ordnung ist.
Durch jeden Flächenpunkt gehen zwei Erzollgende , namlich je
eine von jeder Schar. Die durch sie bestimrnte Ebene b e r ü h r t die
Fläche in dem betrachteten Punkte.
Unter den Berührungsebenen des hyperbolischen Paraboloids l)e-
findet sich auch die unendlich ferne Ebene des Raulnes 1); denn diese
hat mit der in unserer Figur dargestellten Fläche die unendlich fernen
Geraden der Ebenen ABE und B CE gemein und berührt folglich die
Fläche im unendlich fernen Punkte von BE. - Alle nicht berührenden
Ebenen schneiden die Fläche in Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem
sie zu B 1~ parallel sind oder nicht.
177. Das hyperbolische Paraboloid wird in der Technik mannig-
fach angewendet, z. B. bei windschiefen Dächern. In Fig. IG3 soll
über dem in TI1 ganz beliebig gezeichneten Viereck .A]J C]) ein Walm-
dach konstruiert werden. Würden wir - wie in Art. 4~ - durch
alle vier Seiten gleich geneigte Ebenen legen, so liefe die Schnittlinie
d~r durch AB und CI) gehenden :Ebenen nach dem Schnittpunkte
dieser Geraden, wir erhielten also ein Dach mit schiefem First. Um
1) Vgl. die Anmerkung auf S. 11.
lID
Jas zu vermeiden, legen wir nur durch DA, AB und Be je eine Ebene
unter beliebiger, aber gleicher rl'afelneigung; die so entstehenden Grat-
linien A}) und B F fallen irn Grundriß in die Halbierungslinien der
vVinkel bei A und B. Zwischen beiden ziehen wir 1I AB, im übrigen
aber beliebig, die Gerade E' j?' als Grundriß des h orizon talen Firstes
1~]? und legen als vierte Dachfläche durch CD und EF ein hyper-
bolisches Paraboloid, das also die TI} zur Richtungsebene hat. Die
zweite Richtungsebene kann noch beliebig gewählt werden; nehmen
wir sie 1.l!.J" F', so läuft die zugehörige Schar von Erzeugenden - die
Dachsparren - senkrecht zum First, während die andere Schar, die
den Dachlatten entspricht, horizontal ist. IHe Ebene 1) A ID schneidet
das Paraboloid in einer krummen Gratlinie D E, nämlich in einen}
Fig.163.
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Fig. 165.
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Parabelbogen , wenn die Gerade .A]) zur Schnittlinie der Richtungs-
ebenen parallel i d. h. 1..A Bist, anderenfalls in einem Hyperbelbogen.
Um diese Schnittkurve zu konstruieren, schneiden wir die beiden
Flächen mit einer Schar horizontaler Hilfsebenen und ermitteln in
jeder von ihnen den Schnittpunkt der Geraden, die sie mit heiden
Flächen gelnein hat. Zu dem Zwecke teilen wir die Erzeugenden E G
uud 11'1/ des Paraboloids und die Kante A]~' in gleich viele gleicher
Teile, verhinden die entsprechenden Teilpunkte von
E G und ]?11 und ziehen durch die Punkte auf
.1t E Parallelen zu AD.
Das hyperbolische Paraboloid wird ferner als
Böschungsfläche benutzt zur Vermittelung des
Überganges von einer ebenen Böschung in eine D+-----F--A------l
zweite von anderem Neigungswinkel (Fig.164).
178. b) lJnter den windschiefen Flächen mit
zwei Leitgeraden sind diejenigen bemerkens-
wert, bei denen die eine Loitgerade unendlich fern,
also wieder durch eine Richtungsebene gegeben ist.
\Vir bezeichnen sie als Konoidflächen und ver-
stehen insbesondere unter einem ge rad en Konoid
ein solches, dessen endliche Leitgerade auf der
Richtungsebelle senkrecht steht.
Darstellung eines geraden Kr e i s k o n o i d s , das durch die
vertikale Leiteerade I und den in TI2 liegenden Leitkreis k bestimmt
ist (Fig. 165).0 Schneiden wir 1und k mit einer horizontalen Ebene bzw.
in 1) und in Q und H, so erhalten wir die Erzeugenden 1)Q und ])1/
der :Fläche. Den Endpunkten .it und B des vertikalen, sowie C und D
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des horizontalen Kreisdurchmessers entsprechen vier ebene Flächen-
elemente AG, BH, CE, DE mit horizontalen bzw. durch 7 gehenden
Fig.166. Berührungsebenen. Die Gerade 1 bildet
( von G bis H eine [Jo p p e l l i n i e der
I Fläche.
J e d e z u Tl2 par a 11 e l e r~ b e 11 e
s c h n eid e t das K 0 n 0 i d i n ein e 1"
EIl ips e. Trifft nämlich die schneidende
Ebene E die Erzeugende 1)Q in S, so ist
p" S" 7' S' Abstand 1E
P-"Q - vQ' - Abstand lTT2 '
also konstant für alle Erzeugenden. Nach Art. 51 ist daher der Aufriß
der Schnittkurve perspektiv affin zum Kreise k mit l" als Affinitätsachse,
mithin eine Ellipse.
Das gerade Kreiskonoid dient als Laibungsfläche eines Tonnen-
ge\völbes über konvergierende Widerlagsmauern (Fig. 16ß).
179. c) Windschiefe Flächen mit einer Le i t g e r a d e n.
1. Die Wölbfläche des schrägen Durchgangs hat zu Leit-
linien zwei parallel gestellte, gleich gr'oße Kreise k, und k2 und eine zu
Fig.167.
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den Ebenen dieser Kreise senkrechte Gerade 1 durch den l'littelpunkt {I
der Verbindungslinie der beiden Kreismittelpunkte MI und lJf2 • In
Fig. 1G7 liegt k2 in TT2, und die Gerade Mt M 2 ist 11 TII • Eine durch 7
beliebig gelegte Ebene schneidet kt in PI und Ql' k2 in P 2 und Q2;
dann sind die zueinander parallelen Geraden Pt P2 und QlQ2 zwei Er-
zeugende der Fläche, während die Verbindungslinien PI Q2 und QI])2
einem schiefen Kreiskegel mit 0 als Mittelpunkt angehören. - Sollen
die oberen Hälften der Kreise kI und k2 mit einem Gewölbe überspannt
werden, dessen Fugen geradlinig sind, so ist nach Art. 168 der durch
die Kreise gelegte Zylinder nicht verwendbar, wohl aber die soeben
konstruierte windschiefe Fläche, weil bei ihr die Erzeugenden - wie
der Aufriß deutlich zeigt - auf den Stirnkurven nahezu senkrecht stehen..
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2. Das Z y1in d r 0 i d (Fig. 1(8). Wir schneiden einen Kreiszylinder
mit den Ebenen E und EI in den Ellipsen e und Cl und bezeichnen als
en tsprechend je zwei Punkte von c und Cl' die, wie z, B. 1) und PI' an f
derselben Mantellinie liegen. Verschiehen wir die Ellipse c parallel zu r
Schnittlinie g von E und EI um eine beliebige Strecke ])[)2 in die neue
Lage c2 , so bilden die Geraden, welche die Punkte von F~· 16"
• 19. ~.
e2 mit den entsprechenden Punkten von Cl verbinden,
ein Zylindroid. Dieses hat zur Leitgeraden die unendlich ~~ej
ferne Gerade der Ebene P .1\ 1)2. - Das Zy11 ndroid findet
.A.nwendung als Laibungsfläche des Gewölbes zur Unter-
stützung einer viereckigen Spindeltreppe (Fig. 169). An
die Stelle von Cl und f 2 treten hier kongruente Halb-
ellipsen, die in den Diagonalebenen des quadratischen Treppenhauses
liegen. Jede Erzeugende der Fläche ist parallel zur vertikalen Seiten-
wand des Treppenhauses.
3. Die schiefe geschlosse,ne Regelschraubenfläche.
d) Eine windschiefe Fläche ohne gerade Leitlinien ist z. 13. d ie
schiefe offene Regelschraubenfläche.
x. Grundzüge der Beleuchtungslehre.
180. Den früher ausgeführten Schattenkonstruktionen lag die
Absicht zugrunde, die Anschaulichkeit der durch Projektion erhaltenen
Bilder durch Wiedergabe der Beleuchtungsverhältnisse zu erhöhen. Wir
erreichen diesen Zweck auf vollkommenere Weise, wenn wir nicht nur die
Grensliuien zwischen Licht und Schatten, sondern auch die Ab s t ufu n g
der Helligkeit auf den beleuchteten Oberflächenteilen darstellen.
Dabei betrachten wir ausschließlich den Fall derParallelbeleuchtung.
I)ann ist die 13eleuchtungsstärke eines (ebenen) Flächen-
eIern e n t s p r o p o r t i 0 nal d e m Ko si n u s de s Wi n kel s, den di e
F'l ä ch e n no r m a l e mi t der Lic h trich tung bil det. Bezeichnen wir
diesen :Einfallswinkel mit A. und setzen die Beleuchtungsstärke einer
zur Lichtrichtung senkrechten Ebene === 1, so ist diejenige des he-
trachteten Flächenelements == cos A.. - Wir nehmen ferner an, die
Oberfläche des beleuchteten Körpers sei vollkommen m a t t (nicht poliert),
so daß sie an jeder Stelle das einfallende Licht nach allen Richtungen
hin zerstreut und nicht in bestimmter Richtung reflektiert. In diesem
Falle ist die Helligkeit, in der ein Oberflächenelement unserem Auge
erscheint, unabhängig von der Sehrichtung, also gleich seiner Beleuch-
tungsstärke cos A.
181. Die Helligkeit einer E ben e ist überall dieselbe.
Auf einer 'k rum In e n Fläche bilden alle Punkte von bestimmter
Helligkeit eine gewisse Kurve, die als Li oh t g l e i ch e (Isophote) bp-
zeichnet wird. - Die Lichtgleichen einer ab w i c k e1bar e n Fläche siHel
ihre Erzeugenden.
Die Darstellung der Helligkeitsverteilung im Bilde einer krummen
Fläche erfolgt durch Auftragen verschiedener Farbentöne. Um hierfü r
eine geometrische Grundlage zu gewinnen, konstruieren wir zunäch st
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eine Anzahl von Lichtgleichen , etwa diejenigen sechs, d ie den \ r erteil
432 1
cos A == 1,-, ---, ,-, 0 entsprechen. Wir bezeichnen sie mit den
5 555
Zahlen 0, 1 ... 5, indem wir durch jede Zahl den Dunkelheit.sgt-ad aus-
drücken, der zwischen der betreffenden Lichtgleiche und der nächst-
folgenden durch 'I'uschlagen hervorzubringen ist. Auf einer nicht
abwickelbaren Fläche gibt es im allgemeinen nur einzelne Punkte von
der Helligkeit 1 (Helligkeitspole); die Helligkeit 0 kommt dem irn
Eigensc hatten befindlichen Flächenteile zu. Wir können auch für
4 3
diesen Teil, entsprechend den Kosinuswerten 5-' 5 ... , eine Reihe von
Kurven gleicher Neigung der Flächennormale gegen den Lichtstrahl
konstruieren. Um ihnen eine physische Bedeutung unterzulegen, macht
Inan zu weilen die - allerdings ganz willkürliche - Annahme, das von
der Luft und von den umgebenden Flächen in clen Schattenraum hinein
zerstreute Licht sei dem direkt einfallenden genau entgegengesetzt und
von halb so großer Intensität wie jenes. Dann sind die eben erwähnten
Kurven Orte gleicher Abnahme der Dunkelheit um je eine halbe Stufe.
I
I
//llI' )u'
V
~ lOl
", J 0
'
I,
Z"
.b-'ig.170.
i:
I
I
I
L
L"
1,' "
182. Für die Darstellung der Helligkeit auf den meisten tech-
nischen Objekten bildet die Beleuchtung der Ku gel eine bequeme
Grundlage (Fig.170).
Die Li c h t g lei c h end e I' !{ u gel si n d Kr e i s e, d er e n Ehe n e n
auf der Lieh trichtung senkrecht stehen. Ist 1 der durch den
Kugelmittelpunkt M gehende Lichtstrahl, () der auf
ihm liegende Helligkeitspol, so erhalten wir die ~Iittel­
punkte Mt ... ~f4 der mit 1 ... 4: bezeichneten Licht-
gleichen durch Teilung der Strecke 0111 in füuf
gleiche Teile; denn für alle Punkte des Kugelkreises,
dessen Ebene z. B. in Mg auf l senkrecht ste-ht, bilden
die zugehörigen Flächennormalen , d. h. die Kugel-
radien , mit l einen Winkel, dessen Kosinus gleich ist
]13 ]}[, dividiert durch den Kugelradius, d. i. == : .
D
Um die Kreise 1,2 ... in Grund- und Aufriß zu
zeichnen, drehen wir den Hauptkreis U', den die erste
projizierende Ebene von l aus der Kugel schneidet,
mit der Geraden l um seinen horizontalen Durchmesser,
bis er mit dem ersten wahren Umriß u der Kugel
zusammenfällt t). Hierdurch gelangt ein beliebiger
Punkt L von l nach LO und 7nach 10;dabei ist I/Lo' 1. Z'
und == I/' Lx -111" ~lx. Die Gerade 70' schneidet
'U,o' ==: u' in 0°'; durch Einteilung von 00' 1J1' ergeben sich die Punkte
lJ110', lJf2o,• . • Ziehen wir in U)O' durch ]13°' die Sehne C0'J)011.. 70' so ist(j-YO n - O d. 3 3 ,3 3 re lJmlegung des in w liegenden Durchmessers des Kreises ;),
und wir erhalten als Grund riß dieses Kreises eine Ellipse 3' mit der
, . 1) Wir könnten .auch eine dritte Projektionsebene einführen, die zur
Ebene VO? 'tu parallel ist, oder den Kreis 1() um seinen vertikalen Durchmesser
drehen, bIS er 11 TT2 wird (vgl. Art. 87).
12a
großen Achse A~B~ == C~)'D~' und der kleinen Achse C::iD~. ~Iit den!
Tlrnriß u hat der Kreis 3 zwei Punkte l'a, lJa genlein ; wir finden sie auf
der Schnittlinie der Ebenen beider Kreise, die im Schuittpunkt E 3 von
Ca J)3 mit dem horizontalen Durclnnesser von U' auf dieseln senkrecht
steh t (11.1'~ - l' X C~)'I)~', l'~lJ~ 1.1').
Die Ellipsen 1',2' ... sind einander ähnlich in paralleler Lage. -
Iler Aufriß ;-)" wird aus 3' in hekannter Weise konstruiert (Art. 87):
für Licht in der l~ichtung der Würfeldiagonale sind 3' und 3" kongruent.
I
6 a'
183. lVlit Hilfe der bereits gezeichneten Liehtgleicben einer Kugel
konstruieren wir für dieselbe Lichtrichtung die Lichtgleichen einer
beliebigen Llrn d r e h u u g s f l ä c h e mit vertikaler Achse Fig.171.
lt und dem Umrißrneridian m (Fig. 171). Um für a fI
den Parallelkreis p, der im Aufriß als die Strecke I
1J " Q" erscheint, die Lichtgleichenpunkte zu bestimmen, / l'
ziehen wir an n/' die Tangente P" S" bis a" und parallel m
p" _-l-: - Q,"
zu ihr an den zweiten scheinbaren Umriß der Kugel
die 'I'angente ~~" ~" bis zum Aufriß des vertikalen
Kugeldurchmessers, ferner durch den Berührungspunkt I m,"
i)" die Cierade ~" ['2" als Aufriß eines horizontalen I
Kugelkreises p. I)ann haben Kugel und Umdrehungs-
fläche in je zwei Punkten von p und p, deren Ver-
bindungslinien bz w, mit e; und S einander parallel
sind, parallele Berührungsehenen und folglich gleicbe
Helligkeit. Wir brauchen demnach nur zu den Schnitt-
punkten von p mit den Kugellichtgleichen die entsprechenden Punkte
auf p zu er-mitteln.
u :
p'
Q
184. Auch die Hellig-keit einer ebenen Fläche ist leicht zu be-
stimmen, sobald für irgend eine Hilfskugel die Lichtgleichen konstruiert
sind. Sei E eine beliebige Ebene mit der Grund- Pig.172.
rißspur el und dem ersten Neigungswinkel Cl'
feine Fallinie VOll E, l~ ihre Umlegurig um ('
in TIu also t' 1. Cl und L t' l~ == EI (Fig.172).
DIn auf der Hilfskugel denjenigen Punkt zu
errnitteln, der dieselbe Helligkeit besitzt wie E,
fällen wir vorn Kugelschnittpunkte 1f1 auf E ein
Lot n (n' 1. Cl) und bestimmen seinen Schnitt-
punkt P mit der beleuchteten Halbkugel. })ie
erste projizierende Ebene von 11. schneidet die Kugel in einem Haupt-
kreise lc, den wir um seineu horizoutalen Durchmesser in den Haupt-
kreis u umlegen. Ziehen wir dann 1f1' 1)(; .1. t~ his k(; == u', so ist 1)'
der :B-'ußpnnkt des Lotes von 1)(; auf n'.
XI. Kotierte Projektion und topographische Flächen.
185. \Vir können die Lage eines l)ullkte~ [) im Haume bestimmen
durch seine senkrechte Projektion pi auf eine h or izuntale ~~hene TI
(Ve r c l e i cb seb e n e) und eine Höhenzahl (Kote), die seine I~lltfernullg'
von (liesel' l~hene augibt.. .Der Zeichnung ist immer ein l\Iaßstah 1>e1-
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186. Zur Darstellung einer Ebene genügt die Angahe einer gra-
duierten Fallinie (Gefällem aß sta b, durch eine Doppellinie bezeichnet,
vgl. Fig. 17ß). Bedeutet i das Intervall der Fallinie, so ist das Gefälle
Fig.174. (die Böschung) der Ebene, d. h. die
'Tangente ihres Neigungs\vinkels gegen
1TI== ..
~
Aufgaben ü b e r die Ebene.
a) Den G e fäll e In a ßs tab ein e r
Ebene zu konstruieren, die durch
die Punkte A (11,3), B (17,ß) und C
(15,4) b e st i m m t ist (Fig.174). Wir
graduieren die Verbindungslinie VOll
irgend zwei der gegebenen Punkte, z. B. die Gerade AB, und ermitteln
auf ihr den Punkt D, der dieselbe Kote hat wie C.~ Dann ist Cl)
Fig. 176.
Fig.17ft.
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eine Hauptlinie der Ebene, der Gefüllemaßstab also 1. C' D'. Um seine
Einteilung zu erhalten, ziehen wir durch die Punkte der craduierten
Geraden .A'B' Parallelen zu C'D'. b
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b) 1)u r ch die Ger ade gei n e J1~ he n e von g eg eben e m Ge f ä 11 e
z. It 3: 2, zu leg e n (Fig. 175). Konstruieren wir für i rzend einer;
P~~nkt VOll g, z. B. für 11, den dem gegebenen Gefälle ents~rechendel1
Boschungskegel (Art. 37), so schneidet dieser die Horizontalebene durch
einen anderen Punkt von [J, z.I3. durch 5, in einein Kreise vom Radius
0)
;; (11 - fi) == :1. Die durch den Punkt :) gehende Hauptlinie der
gesuchten Ebene ist eine Tangente dieses Kreises usw.
c) DIn die Schnittlin(e zweier Ebenen zu konstruieren er-
mitteln wir die Schnittpunkte zweier Paare von Hauptlinien mit srleicbeu
Koten (Fig. 17G). b
187. Unter einer topographischen Fläche (Geländefläche)
verstehen wir einen begrenzten Teil der Erdoberfläche, der so klein aJl~
genolnnlen wird, daß die Richtungen der Schwerkraft in den einzelnen
]1"ig.178.
Flächenpunkten als parallel gelten können. Denken wir uns die Meeres-
oberfläche unter dem Festlande fortgesetzt, so dürfen wir das Stück des
erweiterten l\Ieeresspiegels, das unter dem so begrenzten Gelände liegt,
als eine horizontale Ebene ansehen. Wir bestimmen dann die Punkte
.der topographischen Fläche durch ihre kotierten Projektionen in bezug
auf diese Ebene.
Nehmen wir, von der Vergleichsebene ausgehend, in gleichen Ab-
ständen - etwa von 1 In - eine Reihe von Horizontalebenen (Schicht-
eben e n) an, so schneiden diese die topographische Fläche in sogenannten
Schichtlinien (Niveau- oder Horizontallinien, Höhenkurven,
Iso h y ps e n), deren Horizontalprojektionen und Koten zur Darstellung
der Fläche dienen (Fig.177). Jede Schichtlinie wird im Gelände durch
Vermessen einer Reihe von Punkten ermittelt, und dabei wird an-
genommen , daß sie zwischen je zwei der so gefundenen Punkte immer
stetig verläuft. Es wird ferner vorausgesetzt, daß die Fläche zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Schichtlinien keine wesentlichen Gestalts-
änderungen aufweist; sie ist demnach nur a 11 ge 11ä her t u 1ld ni ch t
ge setz In ä ßi g bestimmt,
Die Schichtlinien sind stets geschlossene Kurven.
Hei einer topographischen Fläche treten als ausgezeichnet d i e
Punkte mit horizontaler I3erührullgsebene hervor. Sie heißen
Gipfel- bzw. l'Iuldenpunkte, wenn sie höher oder tiefer liegen als
12G
alle benachbarten Flächenpunkte , so daß sie \1'011 of'n lllngehendell
Schichtlinien rings umschlossen werden. (In :Fig. 177 ist (} ein Gipfel-
punkt.) Wenn dagegen das Gelände VOll einern solchen Punkte aus
nach zwei Seiten ansteigt, während es nach zwei anderen SeiteIl abfällt,
so sprechen wir von einem Joch- oder Sa t t s l p u n k t o (Punkt J der
Figur). Er ist also die tiefste Stelle zwischen zwei ]~el'grüeken oder
Kuppen und zugleich die Ausgangsstelle zweier 'I'äler ; die zugehörige
Schichtlinie hat in ihm einen Knotenpunkt. Darum gehört er zu den
hyp erbolischen Punkten der Fläche, während es sich bei den Gipfel-
und Muldenpunkten um elliptische Punkte handelt (Art. 137). Aus-
nahmsweise können in einern Punkte mit horizontaler Herü htungsebeue
auch mehr als zwei Rücken und ebenso viele Täler entspringen, und
dann hat die Schichtlinie an dieser Stelle einen mehrfachen Punkt.
Gehen wir auf der Fläche von einem Gipfelpunkte abwärts, so
treffen wir zunächst auf Schichtlinien , die ihre hohle Seite überall der
Erdmasse zukehren. Dann kann aber an irgend einer Stelle eine Ein-
buchtung eintreten, so daß die hohle Seite nach außen gewendet wird,
und dadurch entsteht ein sich abwärts ziehendes Tal (Fig. 178). Den
Ühergang zwischen beiden Arten von Schichtlinien bildet eine Kurve
mit einem Flachpunkte F (Art. 71). Täler entspringen also nicht
bloß in Sattelpunkten. -
k'
Fig.179.
188. Durch jeden Punkt einer topographischen Fläche geht eine
Fallinie oder Linie größter Neigung, welche die Schichtlinieu
überall rechtwinklig schneidet (vgl. die gestrichelten Linien in Fig. 177).
Die Fallinien sind angenähert die Bahnen des auf der Flache herab-
fließenden Wassers, doch nur im Anfang seiner Hewegung , wenn es
noch keine erhebliche Bewegungsenergie hesitzt und durch das Be-
harrungsvermögen aus der auf den Schicht-
linien senkrechten Richtung erst wenig
abgelenkt wird.
In jedem Gipfel- oder Muldenpunkte
treffen unendlich viele Fallinien zusam-
men. Das ist sofort ersichtlich, wenn die
topographische Fläche an der betrach-
teten Stelle zufällig den Charakter einer
Umdrehungsfläcbe mit vertikaler Achse
hat. Dann sind nämlich die nächsten
Sehichtlinien Parallelkreise der Urndrehungsfläche; der Gipfelpunkt sendet
daher nach allen Richtungen Fallinien aus, die im Anfang wie Meridiane
verlaufen. Im allgemeinen sind aber die Schichtlinien in der unmittel-
baren Urngebung eines Gipfelpunktes nicht kreisförmig; sie haben viel-
mehr nahezu die Gestalt ähnlicher und ähnlich liegender Ellipsen, deren
JHi ttelpunkts sich auf der Vertikalen d urch den Gipfelpunkt befindell
(ltig. 17H). Geht man auf einer solchen Ellipse von einem Punkte aus,
der zwischen den Scheiteln liegt, und konstruiert die aufwärts gerichtete
Fallinie, so zeigt sich, daß diese Kurve sich der großen Achse beständig
nähert und sie im Gipfelpunkte berührt; eine Ausnahme bildet nur die
Fallinie , die in der Rjchtung der kleinen Achse vorn Gipfelpunkte ab-
wärts läuft. Die ausgezeichnete Fallinie k, die durch die Endpunkte
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der großen Ellipsenachsen , also durch die Punkte stärkster Krümmung
der Schichtlinien geht, und der die benachbarten Fallinien an steigend
fortwährend zustreben, heißt Ka m m- oder Rückenlinie; sie hat die
13edeutung einer Wasserscheide.
Wird durch Fig. 17D ein Muldenpunkt dargestellt, so nähern sich
der Kurve lc die a bw ä r t s gerichteten Fallinien ; in ihr sammelt sich
das von den llängen herabfließende Wasser zu einem Bache. Wir be-
zeichnen sie dann als R in n e li nie oder 'I' al w eg.
Durch jeden Sattelpunkt gehen z w ei Fallinien, nämlich ei ne Kamm-
linie k und eine R,innelinie r (Fig. 177). Die eine verbindet ihn mit
zwei benachbarten Gipfelpunkten, die andere mit zwei Mulden puuktsn.
13 12 11
1415
.Pig. 180.
I I I I I
o 1 2 3 4
189. Aufgaben über topographische Flächen. a) U m die
Kote eines zwischen zwei Schichtlinien liegenden Punktes -1)
zu e r m i tteln, zeichnen wir den Schnitt (das Pr o f i l) der Fläche
mit einer durch P gelegten Vertikal-
ebene in seinerUlnklappung in die
Vergleichsebene oder in eine passend
gewählte Schichtebene (Fig. 180). \Vir
errichten also in den Schnittpunkten
der einzelnen Schichtlinien mit der Spur
der Profilebene Lote zu dieser Geraden,
tragen auf ihnen die Höhen der be-
trelTenden Schnittpunkte ab und ver-
binden die so erhaltenen Punkte durch
eine Kurve. Dann bestimmt das in P'
zur Spur errichtete Lot die flöhe des
Punktes T' (graphische Interpolation). Soll der Schichtenplal1 von
Konstruk tionelinieu möglichst frei gehalten werden, so klappen wir das
Profil nicht UID, sondern legen es an irgend eine andere Stelle der
Zeichenebene.
Da das Profil, mit Ausnahme der höchsten und tiefsten Punkte,
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schichtlinien nahezu geradlinig
verläuft, so genügt es in den meisten Fällen, die Profilebene nur mit
den beiden dem Punkte 1) benachbarten Schichtlinien zu schneiden und
darauf die Höhe des Punktes unter der Annahme zu konstruieren, daß
er der geraden Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte angehört.
Ein anderes Näherungsverfahren besteht darin, daß wir durch den
Punkt I->' eine in zehn gleiche 'I'eile geteilte Strecke (einen Maßstab}
legen, so daß ihre :Endpunkte auf die benachbarten Schichtlinien fallen,
und an ihr die Höhe des Punktes P schätzungsweise ablesen.
Dieselben Methoden dienen auch zur Lösung der umgekehrten Auf-
gahe, in ein erd urchi h I' e S pur ge geh e ne n I>r 0 f i1e b e 1J e die
F 1ä c h e 11I' unk t e uni t ge geh e n e n ]{ 0 te 11 Z U e I' In i t tel n. A11f diese
\Veise können wir ferner zwischen zwei aufeinauderf'olgenden Schicht-
linien noch andere von gegebener Höhe einschalten.
b) Das Gefälle der Fläche i m Punkte]) wird durch das Gefälle
seiner 13erührungsebene gemessen. Um dieses zu bestimmen, legen wir
durch 1) senkrecht zur Tangente seiner (gegebenen oder durch Inter-
polation gefundenen) Schichtlinie eine Profilehene, deren Schnitt mit der"
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Fläche wie vorher durch Umklappen bestimmt wird. Ziehen wir dann
im umgeklappten Punkte 1~ an die umgeklappte Schnittku.rve ~ine Tan-
gente, so ist diese eine Fallinie der Berühru~gsebene; .sIe bildet also
mit der Spur der Profilebene den gesuchten Bösohungswinkel,
c) Auf e i n e m durch Schichtlinien dargestellten Gelände
von einem Punkte A einer Schichtlinie aus einen Weg von
gegehenem konstanten Gefälle anzulegen. In Ifig. 181 ist ~ie
Schichthöhe == 5 m ; soll also das Gefälle des Weges z, B. == 1: 10 sem,
so ist die Horizontalprojektion des konstanten Wegstückes. das zwischen
zwei Schichtlinien liegt, = 50 m. Beschreiben wir mit dieser Strecke
(i 11 dem der Figur zugrunde liegenden Maßstab) von ..A aus einen Kreis-
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bogen bis zur nächsten Schichtlinie und gehen in derselben Weise von
einer Schichtlinie zur anderen weiter, so liefern die so erhaltenen Punkte
die Projektion des gesuchten Weges.
d) Der Schnitt einer Geländefläche mit einer beliebigen
Ebene wird gefunden, indem man die Schichtlinien der Fläche mit den
gleich kotierten Hauptlinien der Ebene schneidet und die erhaltenen
Schnittpunkte miteinander verbindet (Fig. 182). Ebenso konstruiert
man die Schnittkurve des Geländes mit einer krummen
F'l ä ch e , deren Schichtlinien bekannt sind.
190. Ko n st r u k ti on der Schnittlinien der Böschungs-
flächen einer horizontalen Straße mit einem durch Schicht-
linien gegebenen Gelände (Fig.183). Die Straße soll 60 m über
dem Meeresspiegel liegen; ihre Ränder werden durch gerade Linien und
Kreishöjren gebildet. Da sie die Schichtlinie 60 in zwei Punkten A
und B schneiden, so ist die Straße von da an nach rechts durch Ab-
tragen des Erdreichs, nach links durch Aufschütten herzustellen. Die
Höschung der erforderlichen Einschnitte und Dämme möge 2 : 3 betragen.
Die zugehörigen Böschungsflächen sind Ebenen und gerade Kreiskegel ;
die Projektionen ihrer Schnitte mit den Schichtebenen des Geländes
sind also parallele Geraden und an diese anschließend konzentrische
Kreisbögen in Abständen gleich der 11/ 2fachen Schichthöhe , d. h.
== 1,5 In. Die Schnittlinien der Böschungsflächen mit dem Gelände
werden dann wie im vorhergehenden Artikel unter d gefunden.
Wir können diese Schnittlinien aber auch mit Hilfe von Quer-
profilen ermitteln, die wir senkrecht zu den Straßenrändern stellen
und in eine Horizontalebene, am einfachsten in die der Straße, umlegen.
Jede Profilebene schneidet die Böschungsflächen in Fallinien und das
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Cielä.nde il.l einer. Kurve~ deren Ulnlegung wie in Art. 189 unter a) kou-
strul~rt wird. DIe SchnIttpunkte beider Linien liegen auf der gesuchten
Schnittkurve. - In der Figur bedeutet q die Spur einer solchen
Profilebene.
Bei einer ansteigenden Straße mit geradlinigen Rändern sind
die Böschungsebenan der erforderlichen Dänlme und Einschnitte und
ihre Schnittlinien mit den Schichtebellen des Geländes in derselben
Pig.18:;.
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"Teise zu konstruieren, wie in Art. 186 unter h). Vorwendet Inan wieder
Querprofile, deren Ebenen auf den Projektionon der Straßenränder
senkrecht stehen, so schneiden diese die Böschungsebenen nicht mehr
in E'allinien. In der Praxis zeichnet Inan aber die Schnittlinien der
Einfachheit wegen so, als oh sie Fallinien würen, weil der hierdurch
begangene Fehler bei geringern Gefäll der Straße nich t erheblich ist.
Im allgemeinsten Falle, wenn die ansteigende Straße ge k r üm rn t e
Rländer hat, können wir die Schichtlinien der Böschungsflächen i11
folgender Weise ermitteln. In :Fig. 184 sei die Raumkurve k durch ihre
IIorizontalprojektion k' und durch die Koten einer Reihe von Punkten
gegeben. Um durch keine Böschungsfläche <P zu legen, deren Gefäll
== 2: 3 ist, konstruieren wir für die einzelnen Punkte der Kurve die
M Ü 11er, Darstellende Geometrie. 9
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zugehörigen Böschungskegel; dann ist ep die einhüllende Fläche der
sämtlichen Kegelflächen. Nun schneiden die durch die Punkte (), 7, ~ ...
gelegten Kegel z. B. die Schichtebene 4 in Kreisen mit den I{adien
3(G-4)· -2- == 3
3(7-4)· 2 4,5
3(8-4). == G
2
Die Einhüllende dieser Kreise ist die Schnittlinie der Fläche ep mit
der Schichtebene 4.
XII. Axonometrie.
191. In technischen Zeichnungen handelt es sich in der Regel um
die Abbildung von Körpern, deren Kanten vorzugsweise drei aufeinander
senkrechte Richtungen haben. Bei einer solchen Darstellung in Grund-,
Aufriß und Seitenriß wählt man die Projektionsebenen TIt , TI2' TI3
gewöhnlich so, daß ihre Schnittlinien 0 X, 0 Y, 0 Z jenen Ha uptrich-
tungen parallel sind. Diese Anordnung gestattet ein bequemes Abgreifen
der Maße, hat aber andererseits den Nachteil, daß die hierdurch er-
haltenen Bilder wenig anschaulich sind, weil die auf einer I~rojektions­
ebene senkrechten Kanten und Seitenflächen des Körpers als Punkte,
bzw. als Geraden abgebildet werden. Um in orthogonaler Darstellung
ein anschauliches Bild zu gewinnen, empfiehlt sich daher die Einführung
einer vierten Projektionstafel TI, die auf keiner der drei Hauptrichtungen
senkrecht steht 1).
Betrachten wir OX, OY, OZ als Achsen eines rechtwinkligen
Koordinatensystems, so finden wir die Projektion P irgend eines
Punktes P auf die Ebene rr.durch Abbildung seines aus den Strecken
OPx ===~, Px P' == ~, p' p === ö bestehenden Koordinatenzuges. Diese
Konstruktion läßt sich ohne weiteres ausführen, sobald zweierlei bekannt
ist, nämlich: 1. die Projektionen der Koordinatenachsen und 2. für jede
Achsenrichtung das zugehörige Verkürzungsverhältnis. Dasselbe gilt
auf Grund der in Art. 2 abgeleiteten Sätze, wenn wir den Körper nicht
senkrecht, sondern schief auf TI projizieren, nur dürfen wir dann
nicht mehr vom" Verkürzungsverhältnis " sprechen, das jeder der Achsen
zukommt, sondern allgemeiner vom "Projektionsverhältnis", da bei
schiefer Projektion der Quotient zwischen Bild- und Originalstrecke
auch größer sein kann als 1.
1) Vgl. auch Art. 12 und die Anmerkung zu Art. 33 über die T ra n s-
f o r m a t i o n der Projektionsebenen. Ein anderes Mittel zur Ableitung
anschaulicher Bilder besteht in einer Lagenänderung des Körpers, her-
vorgebracht durch zwei aufeinanderfolgende Drehungen um zwei Achsen, von
denen die eine 1.TI], die andere 1.Tl2 ist. Bei der ersten Drehung ändert der
Grund riß nur seine Lage, aber nicht die Gestalt, während sich die Punkte im
Aufriß in Parallelen zu x verschieben, und das Umgekehrte gilt für die
zweite Drehung.
IHI
1) a s Ve r f a h I' e 11, die Par a 11 ~1I> r 0 j e k ti 0 n e i TI e r Rau m f i gur
a u s d e n K 0 0 r d i n a t e n ihr e r P u TI k te z u k 0 n s t r u i e ren, wir d als
A.xonometrie bezeichnet. Je nachdem die projizierenden Strahlen
auf der 13ildebene Tl senkrecht stehen oder nicht, unterscheiden wir
se TI kre c h te und s eh i ef e Axonometr-ie.
Der Bildpunkt L' heißt die a x 0 II 0 m e t r i s ch e P roj ek ti 0 11, das
Bild 1)1 von I'' der a x on o m e t r i s r-Ir e Grundriß des Punktes 1).
Dur ch A n ga h e von 1) und 1J 1 ist d er 0 r i gin alp unk t P be s ti III In t.
Senkrechte Axonometrie.
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192. Die Lage des Koordinatensystems gegen die 13ildebelle Tl ist
bestimmt, wenn wir die Spurpunkte A, B, 0 der Koordinatenachsen
oX, 0 Y, 0 Z angeben und noch hinzufügen,
auf welcher Seite von TI der Anfangspunkt 0
sich befinden soll. Dann ist nämlich 0 der
Schnittpunkt dreier Halbkugeln mit den Durch-
messern AB, 110, CA.
Das Spurendreieck ABO hat immer
drei spitze Wi n k e l. Beweis. In jedem spitz-
winkligen Dreieck ist das Quadrat jeder Seite
kleiner als die Summe der Quadrate der beiden
anderen Seiten. Nun ist AI}~ == ,Q42 +.QB~
1: 0 2 == OB} + 0 C2, OA2 == 00 2 + OA2,
<--- .. '._-..-< B
daraus folgt aber AB2<B()2+ CA2 usw.
A ufgahe. Gegeben das Sp u r e n d r e ie ck ABO, gesucht die
Ach s e n p r o j e k t i o n e n 11 nd die Achsenverkürzungsverhältnisse
CFig. 185). })ie Gerade 0 C steht senkrecht auf der Ebene O.Li B, 111it-
hi n steht ihre senkrechte Projektion 0 C auch senkrecht auf der Spur
A.B der Ebene , d. h. die Achsenprojektionen sind die Höhen-
linien des Spurendreiecks. - 11m den zweiten Teil der Aufgabe
zu lösen, errnitteln wir die Neigungswinkel a, ß, y der Geraden 0 A,
OB, 0 0 gegen die Ebene TI: Die projizierende Ebene von 0 0 schneidet
die Ebene A 0 B in der Geraden 0 J .1 AB. Legen wir das recht-
winklige Dreieck C OJ, das (5 zum Höhenfußpunkt hat, in die Bild-
ebene UIß, so gelangt 0 nach 0 0 auf dem Halbkreis über CJ, und dann
ist L 0 0 CJ == y. Jetzt finden wir die Winkel a und ß, indem wir
die rechtwinkligen Dreiecke 0 0 A und 07511 in wahrer Größe zeich nen.
~lachen wir auf (j C die Strecken () A o == (5A und () 1~0 == () 13, so is t
k.. 0 0 A o (5 == a und L 0 0 n, 0 === ß. ,Den Achsen () X, 01T , 0 X ent-
sprechen demnach die Verkürzungsverhältnisse
(JA o
A = cOSOG = OoA
o'
O]J o!L === cos ß == ,o,»,
oe
v == cos y == 0
0
C
Nach dieser Vorbereitung erhalten wir die Projektion 1) eines
durch seine Koordinaten ~, t), ö gegebenen Punktes P durch Abbildung:
der gebrochenen Linie 0 Px 1)1 1). \Vir machen also auf 0.:1 die Strecke
n*
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or, === A~ und ziehen 11 0 B die Strecke }JxIJI === !L 1), sowie 11 0 C die
Strecke p' P == v~. Dabei finden wir z. B. die Länge Ä~' durch ei ne
einfache 'Operation mit dem Handzirkel : Wir tragen ~' VOll 0 0 aus auf
()o Ao ab und schlagen von dem so erhaltenen Punkte einen Krei s , der
{)oO berührt.
193. Statt des Spurendreiecks können auch die Ac h s e u-
projektionen unruittelbar gegeben w e r d e n , d. h. drei von einern
Punkte ausgehende Geraden, die drei s t u m pf e Wi n k e l einschließen.
Dann kann man jedes Dreieck, das jene Geraden zu Höhenlinien hat,
als Spurendreieck benutzen; unbestimmt bleibt also nur die Entfernullg
des Koordinatenanfangspunkts von der Bildebene , aher das ist ohne
Einfluß auf das Bild des darzustellenden Körpers, weil sich das Bild
nicht ändert, wenn Inan das Koordinatensystem und den damit ver-
bundenen Körper senkrecht zu TI verschiebt.
Um gut wirkende Bilder zu erhalten, wählt Ulan die Achsen-
projektionen so, daß die Achse 0 Z, die den vertikalen Kanten des
Körpers parallel ist, auch im Bilde aufrecht steht, und daß sie am
schwächsten verkürzt wird, also mit der ]~bene TI den kleinsten Winkel
einschließt. Dies wird erreicht, wenn von den drei stumpfen Winkeln,
die die Achsenprojektionen bilden, der Winkel X 0 Y der größte ist -
wäre er nämlich ein gestreckter, die beiden andern Winkel also rechte,
so wäre die z-Achse 11 TI und ihr Verkürzungsverhältnis === 1. Man
wird ferner die beiden andern Winkel möglichst ungleich wählen; dan Tl
gibt das Bild annähernd den Eindruck wieder, den Inan empfängt,
wenn man den Körper aus großer Entfernung entweder mehr von
vorn oder mehr von der Seite, jedenfalls aber bei geringer Neigung der
Sehstrahlen gegen die horizontalen Flächen von oben oder von unten
betrachtet..'
y
o
z
Fig.186.
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194. Axon o m e t r i s ch e Dars teIlung eine s durch Grun cl-
und Aufriß bestimmten Hauses bei gegebenen Achsenpro-
jektionen (Fig. 186). Wir zeich-
nen zunächst ein Spurendreieck
und ermitteln darauf die Ver-
Ei kürzungsverhältnisse wie inArt. 192. Konstruieren wir dannden vollständigen axonometri-_ _ schIen Grundrihß und errichdtellX zu etzt alle Hö en, so wird er
B Grundriß vom Bilde des Hausesverdeckt. Dieser Übelstand läßtsich vermeiden, wenn wir jede
einzelne Höhe um ein konstantes
Stück vergrößern, d. h. die Grund-
iißebene um dasselbe Stück parallel nach unten verschieben. Da übrigens
das Haus symmetri soh ist in bezug auf die durch den First 11 TI2
gelegte Ebene, so empfiehlt es sich, i m vorliegenden Falle statt mit
dem Grundriß, mit diesem Mibtelschnitt zu beginnen und durch die so
erhaltenen Punkte die zu 0 Y parallelen Kanten zu ziehen.
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Ist der gegebene Grund- und Aufriß eine flüchtig gezeichnete
Handskizze mit eingeschriebenen IHaßzahlen, so ist es vorteilhaft, für
jede Achse einen Ve r k ü r z u n g s m a ß s t a h zu zeichnen. Zu dem Z,vecke
konstruieren wir die Projektionen 7, m , n einer beliebigen Strecke k,
die wir auf 0 X, OY, 0 h der R,eihe nach abtragen. Dann ziehen wir
in einer besonderen Figur vier parallele Geraden w, «, y, e , deren Ah-
stände VOll einem Punkte S der Ebene sich wie k: 1: ni : n verhalten.
Auf W wird der wahre Maßstab der Bildebene aufgetragen und durch
Strahlen aus S auf x, '1/, z projiziert.
195. Dar s tell u n gei ne s ger ade n Kr e i sz y I i nd er s , des se 11
Ach seil 0 Z ist. Wir denken uns wieder die Projektionen der Ko-
ordinatenachsen gegeben und das Spurendreieck ABC, sowie das '7er-
kürzungsverhältnis der z - Achse in bekannter Weise errnittelt. Der
Grundkreis des Zylinders projiziert sich als Ellipse. Ihre große Achse
ist das Bild des zu TI, also zu AB parallelen Kreisdurchmessers ; sie
ist also selbst 11 AB und ebenso groß wie der Durchmesser. Die Länge
der kleinen Halbachse ergibt sich, wenn wir den Halbmesser des Kreises
im Verhältnis ()(T: OoJ verkürzen (vgl. Art. 192). Die scheinbaren
Umrißlinien berühren die Bildellipse in den Endpunkten der großen
Achse.
196. Dar s tell u II gei n er K u gel V 0 In lVI i t telpu n k t Q und
d e m Rad i u sr, so wie d erd re i zu den K 00 r d i n at e n ebe 11e n
parallelen Hauptkreise bei gegebenen Achsenprojektionen
oX y Z. Wir bezeichnen mit G, 11, J bzw. die Schnittpunkte der
Geraden ())(, 0 Y, 0 h mit den auf ihnen senkrechten Seiten BC, CA,
A IJ eines beliebigen Spurendreiecks , mit 0 1 , 0'2' Os die Lagen, in die
der Punkt () durch Umklappung der rechtwinkligen Dreiecke A 0 G~
1-] 0 JI, C°~I in die Ebene TI gelangt. Dabei sind die auf .Li G, B H,
C~J der R,eihe nach senkrechten Strecken 001 , 002, 003 einander gleich
und es ist ~ 01AG == cc, '- 02 B 11 =::::: ß, L. OsCJ== y.
Der scheinhareUmriß der Kugel ist das Bild ihres zu TI parallelen
Hauptkreises u , also der Kreis Li um Qmit dem Radius r, Sind QI~~
Q1J;l, QN die zu OX, O_Y, OZ parallelen Kugelradien, so finden wir
in bekannter Weise ihre Projektionen QL == Ir cosa, QM == r cosß~
QN === r cosy. Dann ist z. B. das Bild des durch ltf und N gehenden
Hauptkreises eine Ellipse mit den konjugierten Halbmessern Q]iI und
iiN; sie berührt u in denB:ndpunkten ihrer großen Achse, die auf
Q]) senkrecht steht, u ud die kleine Halbachse ergibt. sich durch Ver-
kürzung VOll r im Verhältllis U G : 0 1 G.
ZUlU Vergleich zeichne man von den drei a.xouometrisoh dar-
gestellten Körpern auch ihre Bilder in schiefer Pura l le l pr o jek t i o n
(Art. 3, Art. 90 und :b-'ig. HG a, sowie Art. 105). Dadurch zeigt sich, dal.)
die senkrechte Axonometr'ie gefälliger wirkende Bilder liefert, narnent-
lieh, wenn es sich um die Darstellung krurnmer Flächen handelt.
197. Die Gerade 0 Ci bildet mit den drei Koordinatenachsen die
Winkel 90 0 -L. a nsw. Da die Summe der Quadrate der drei Richtungs-
kosinus einer Geraden:=:: 1 ist, so ergibt sich
cos2°a + cos» ß + cos? y === ~
oder
3)
k
n
v ==
m
~ - u :
Ä2 + !t 2 + v 2 === 2 . • • . . . . . . 1)
Hierbei ist jede der drei Zahlen Ä, !1, v <1. Wäre z. 13. v == 1, also
die e - Achse 11 TI, so würden die Projektionen der beiden anderen Achsen
zusarnmenfallen - eine Annabrne, die überaus unschöne Bilder Iiefert.,
und die wir deshalb von der weiteren Betrachtung ausschließen (U be r-
eckprojektion). Für v< 1 folgt aus 1), daß Ä2 + ~2> 1 ist, um
so mehr ist also
Ä2+p2>V 2 . . . . . . 2)
Bezeichnen wir wieder mit 1, m, n drei Längen, die sich wie die
Verkürzungsverhältnisse A, !t, v verhalten, so gibt es immer eine
Strecke k, die, auf den drei Achsen abgetragen, die Strecken 7, m, n als
Projektionen liefert. Da
1
A === k-'
ist, so erhalten wir zur Bestimmung von k aus 1) die Gleichung
2 k 2 == l2+ m2 + ns , . . . .. . . . . 4)
Die Zahlen I, 'In, n heißen Verhältniszahlen. Zwischen ihnen
bestehen nach 2) drei Ungleichungen von der Form
l2+ m2 > n 2 ;
d. h. die Summe der Quadrate zweier Verhäl t n i s z a h l e n ist
immer größer als das Quadrat der dritten.
198. Statt der Achsenprojektionen kann man auch die Verhältnis-
zahlen vorschreiben , und zwar wählt man für diese gern drei ga 11 z e
Zahlen; gute Bilder liefert z. B. die Annahme l: m : n === 9: 5 : 10. Dann
entsteht als Umkehrung der früher gelösten die Aufgabe: Geg eben
die Verhältniszahlen l m, n, gesucht die Verkürzungsverhält-
nisse und die Achsenprojektionen. Wir zeichnen, unter Zu-
grundelegung einer beliebigen Längeneinheit, drei Strecken von den
Längen I, m, n, und konstruieren die Strecke k nach Gleichung 4:) als
Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-
tenuse V-i2-+ nt 2 + n2-. Hierauf machen wir in einer neuen Figur auf
einer beliebigen Geraden S T die Strecken S U == 1, S V == m, S W == 11,
beschreiben um S mit dem Radius k einen Kreisbogen und bestimmen
seine Schnittpunkte X, Y, Z mit den Loten, die in U, V, W zu S T er-
richtet sind. Dann ist L XST == ct, L YST = (J, L ZST = y.
Machen wir daher die Strecke SR.l. S T gleich der willkürlich gewähltell
Entfernung des Koordinatenanfangspunkts 0 von TI und ziehen durch Ii
zu ST eine Parallele, die SX, SY, SZ, sowie das in S zu SZ errichtete
Lot bzw. in D, E, F, G schneidet, so sind IlD, It E; RF gleich den
Projektionen der zwischen 0 und TI liegenden Achsenabschnitte , ent-
sprechen also den Strecken oA, 0 B, oC in Fig. 185, und R G ist
gleich der Projektion OJ des Lotes von 0 auf AB. Konstruieren wir
Fig.187.
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demnach in einer dritten Figur über der Kathete 0 J == R G nach ent-
gegengesetzten Seiten die rechtwinkligen Dreiecke O·JA und 0 J B mit
den Hypotenusen () .1t == II D, () Jl == llI1J und verlängern 0 J über 0
bis C um die Strecke llE1, so sind 0 A, (j B, () 0 die Projektionen und
A, B, C die Spuren der X-, Y-, Z - Achse.
199. Nach der Beschaffenheit der Verhältniszahlen unterscheiden
wir drei Arten von senkrechter Axonornetrie:
1. isometrische Projektion, wenn alle drei Verhältniszahlen
einander gleich sind;
2. dimetrisehe Projektion, mit zwei gleichen Verhältniszahlen:
3. trimetrische Projektion, wenn alle drei Verhältniszahlen
voneinander verschieden sind.
Bei der isometrischen Projektion haben die Koordinatenachsen
gegen Tl dieselbe Lage, wie die von einer Ecke ausgehenden Kanten
eines Würfels, wenn die durch denselben Punkt gezogene Diagonale
1. Tl ist. Dann bilden die Projektionen der Ecken, die nicht auf der
Diagonale liegen, ein regelmäßiges Sechseck, und die Achsenprojektionen
schneiden sich unter Winkeln von je 1200• Für die Verkürzungs-
verhältnisse folgt aus 1) der leicht konstruierbare Wert
A = !L = v = y-~ .
In der Regel zeichnet man aber in diesem Falle alle Koordinaten i11
wahrer Grüße, also ein vergrößertes Bild des Körpers.
Hierdurch ergibt sich z. l~. als Bild eines zur xy-Ebene
parallelen J{reises eine Ellipse k, deren zu OX und (5 Y parallele
Durohmesser E 11 ' und G11 einander konjugiert und dem Kreisdurch-
messer gleich sind (Fig. 187). IHe Achsen AB und CD von t: liegen
in den Diagonalen QII und 8 1 1 des von den
Tangenten in p), 1T, G, 11 gebildeten Rhombus.
Um ihre Längen zu ormitteln, betrachten wir k
als die perspektiv affine Figur zu dem Kreise ko
über dem noch unbekannten Durchmesser AB
mit QR als Affinitätsachse. Dann entsprechen
den gleichen konjugierten Durchmessern E F
und G H von k in ko die Halbierungslinien EoFo
und Go 110 der rechten \Vinkel zwischen QR
und 8 T, der Ellipsentangente QS mithin die Kreistangente QSo unter
einem Winkel von 45 0 gegen QI~. Demnach ist E o der Fußpunkt de~
vom Ellipsenmittelpunkt .l.lI auf (J 8 0 gefällten Lotes, und hieraus ergibt
sich MA == lJiEo' Ebenso finden wir die Länge der Halbachse ])! C
als Kathete eines gleichschenklig rechbwinkligen l)reiecks mit der
Hypotenuse lJfS.
Schiefe Axonometrie.
200. Wird nicht mehr gefordert, daß die projizierenden Strahlen
auf der Bildebene senkrecht stehen, und lassen wir ihre Richtung zu-
nächst noch unbestimmt, so können wir sowohl die Achsenprojektiol1en
Fig.188.
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als auch die Verhältniszahlen willkürlich annehmeu ; es gilt nämlich
der Satz von Pohlke: Drei Strecken von beliebigen Lä n g e n
und Richtungen, die in einer Ebene von einem Punkte aus-
gehen, kön nen immer als die Projektionen dreier gleich
1a n gen, i 11 ein e TIl Pu n k t e re ch t w i n k 1i g zu sam In e n s t 0 ße n d e n
Strecken angesehen werden. Die drei Strecken dürfen aber nicht
in eine einzige Gerade fallen, es darf auch höchstens eine von ihnen
gleich Null sein.
Um diesen Satz zu beweisen, lösen wir zuvor die Aufgabe: Ein
gerades dreiseitigesPrisma durch eine Ebene so zu schneiden,
daß die entstehende Schnittfigur einem gegebenen Dreieck
ähnlich wird (Fig. 188). In der Zeichellebene TI sei AB C die Grund-
fläche des Prismas, A 0 B C das
Dreieck, dem die Schnittfigur
ähnlich werden soll. "ViI' legen
die gesuchte Ebene L der Ein-
fachheit wegen durch A und
bezeichnen mit ABI Cl die
entstehende Schnittfigur , mit
~:::':::::'~---"7-r~C D den Schnittpunkt von Be
A ''---~<'-l. " und BI Cl. - Nach Art. 30
Do "' \ und 41 befindet sich in der"~Co Ebene L ein einziger rechter
Winkel mit dem Scheitel A,
dessen senkrechte Projektion auf TI wieder ein rechter ist, nämlich
der Winkel zwischen der Spur AD und der durch A gehenden Fall-
linie. Ist EI der Schnittpunkt dieser Fallinie "mit BI Cl und ]1) seine
senkrechte Projektion auf Tl, so verhält sich
CD: D E: E B == Cl D : DEI: EI B H
d. h. den Punkten D und EI der Schnittfigur A BI 01 entsprechen in
der dazu ähnlichen Figur A oB C die Punkte D und E. Den Geraden
A D und A EI der ersten Figur sind also die Geraden ..40 D und .L4oE
der zweiten zugeordnet, mithin ist auch L D A o11] ein Rechter. Die
Punkte D und E liegen daher auf dem durch A und A o gehenden
Kreise i, dessen Mittelpunkt sich auf Be befindet.
Hierdurch ist zunächst der Schnittpunkt ]) von Be mit der Spur
von L und damit diese selbst bestimmt. Unter den beiden Schnitt-
punkten von i und 11 C haben wir nämlich denjenigen mit D zu he-
zeichnen, für welchen der spitze Winkel D AoC größer ist als seine
Henkrechte Projektion ]) A C (Art. 41).
Machen wir auf AoD die Strecke A.olJo === A.D und ziehen durch
o, die Gerade B, Co 1113 C bis AoB und AoC, so wird durch das Drei-
eck A oB o (]o die Schnittfigur in wahrer Größe dargestellt. Damit ist
die Entfernung des Punktes BI VOll A gefunden, also die Ebene L
(zweideutig) bestimmt,
201. 13eweis des Pohlkeschen Satzes (Fig.189). Sind QL,
QM, QN drei beliebige Strecken in der Ebene TI und 0 X, 0 Y, 0 Z
d rei beliebige, aber gleich lange Strecken im Raume, die paarweise auf-
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einander senkrecht stehen, so brauchen wir nur zu zeigen daß wir VOlt
der :F'igul' 0 X Y Z eine Parallelprojektion kOllstruiel'elllkö~lnen~die zur
F'ig.189.
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11'igul' QI~ 111 N ähnlich ist. Zu dem Zwecke schneiden wir L lJ1 und(J N in J und bestimmen auf X Y und 0 Z bzw, die Punkte Sund 'r
gemäß den Proportionen
und
Projizieren wir die Haumfigur in der I{ichtung S'P auf eine dazu senk-
rechte Ebene E, so erhalten wir von Sund 'I' eine gelneillsalne Pro-
jektion S' und in der Hildfigur 0' X' y' S' sind die PUllktgrl1PJ)(~ll
X' S' y' rv LrTltl
Z' 0' S' !"../ NQJ.
Nun können wir das gerade Prisma, das X' y' X' zur Grundfläche, also
XX', YY', ZZ' zu Seitenkanten hat" nach der vorhergehenden Auf-
gabe mit zwei Scharen paralleler Ebenen in der \VeiRe sclmeidcn , da 1:-
die Schnittfigur dem Dreieck L 1J1N ähnlich wird. Ist L eine dieser
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Ebenen, X" Ir" Z" die entstehende Schnittfigur, und sind 0" und S"
die Schnittpunkte von ~ mit 0 0' und S S', so wird auch
X" S" y" f'..I LJlJI
und
z" 0" S" f'..I NQJ,
es ist also in der Tat die Figur 0" X" y" Z" f'..I QLMN.
202. Bei den praktischen Anwendungen der schiefen Axonometrie
legt Inan gewöhnlich die Bildebene Tl parallel zu einer der Koordinaten-
ebenen, z. B. parallel zur vertikalen xz-Ebene (schiefe Parallel-
perspektive oder Kavalierperspektive). Dann erscheint der
Winkel zwischen x- und z-Achse im Bilde wieder als rechter, und sämt-
liche x- und z-Koordinaten bleiben unverändert. Für die Bilder der
y-Koordinaten kann man (übereinstimmend mit dem Pohlkeschen
Satze) die Richtung, sowie das Projektionsverhältnis beliebig wählen:
zeichnet man sie unter einem Winkel von 30° gegen das Bild der
x-Achse und auf die Hälfte verkürzt, so ergibt sich das von uns zur
Herstellung von Skizzen von Anfang an benutzte Abbildungsverfahren
(vgl. Art. 3 bis 5).
Die schiefe Parallelperspektive bietet gegenüber der senkrechten
Axonometrie den Vorteil, daß die zu einer Koordinatenebene parallelen
Flächen in wahrer Größe dargestellt werden, ohne daß die darauf senk-
rechten Kanten zu Punkten verkürzt erscheinen. Damit ist aber, wie
überhaupt bei schiefer Parallelprojektion, der Nachteil verbunden, daß
man das Bild, um den richtigen Eindruck zu erhalten, schräg von der
Seite (streng genommen, aus unendlich großer Entfernung) betrachten
muß. Deshalb hat es auch wenig Zweck, bei Anwendung der schiefen
Axonometrie die Bildebene geneigt gegen alle drei Achsen zu stellen,
denn dadurch geht nur jener Vorteil wieder verloren, den die der
schiefen Parallelperspektive zugrunde liegende Annahme mit sich bringt,
während der soeben hervorgehobene Nachteil jedenfalls bestehen bleibt.
Man bedient sich dann besser der senkrechten Axonometrie, die schönere
Bilder liefert, weil bei ihr die Sehrichtung zur Bildtafel senkrecht steht.
Z \v e i t e r Ab s c h II i t t.
Die Zen tr al p r oj e k ti 0 n.
I. Theoretische (freie) Perspektive.
Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene.
203. 'ViI' bezeichnen im folgenden mit 11 die Bi lde ben e, mi t
o das Projektionszentrurn (Gesichtspunkt, Auge), mit II den
Fußpunkt des Lotes von 0 auf TI; die Gerade OH heißt der Haupt-
stra 11, 11 der Hauptpunkt, die T.Jänge d der Strecke Oll die
T) i s ta n z des Bildes. Durch Hauptpunkt und Distanz ist die Lage des
Projektionszentrums bestirnrnt, wenn außerdem festgesetzt wird, daß
das Lot llO == d immer nach vorn, d. h. nach der Seite des Beschauers,
erri chtet werden soll.
Die Zentralprojektion einer Figur wird auch deren Pers pekti ve
genannt.
204. Die Projektion des Pu n k t e s P, also der Schnittpunkt von
()P mit TI, soll mit P, bezeichnet werden. Durch Angabe von P; ist
der Originalpunkt noch nicht bestimmt.
Jeder Punkt von 11 ist sein eigenes Bild. Das Bild eines un-
endlich fernen, nicht in TI liegenden Punktes ist ein endlicher Punkt.
Jedem Punkte der Ebene TIv, die durch 0 11 TI gelegt wird, entspricht
ein unendlich ferner Bildpunkt. Wir nennen rrv die Ver sc h win dun g s-
eben e. Die hinter TTv liegenden Punkte werden von dem der Ebene TI
zugewendeten Auge nicht gesehen, deshalb bezeichnen wir ihre Bilder
als virtuell. Dagegen entsprechen den Punkten, die sich zwischen
TIv und TI, oder hinter TI befinden, reelle Bildpunkte.
205. Die Projektion jeder nicht durch 0 gehenden (3 er a.de n g ist
wieder eine Gerade, nämlich die Schnittlinie ge der p r o j i z i e r e n d e n
Ebene Og mit TI (Fig.190). Geht die Originalgerade durch 0, so ist
ihre Projektion ein Punkt.
Die Geraden g und gc schneiden sich im Spurpunkte (j-. Dem
unendlich fernen Punkte (100 der Originalgeraclen 1) entspricht auf .(Ie
der Schnittpunkt G~ des Parallelstrahles von .Q, d. h, der Parallelen
durch 0 zu g, mit der Ebene TI. Der Punkt G:, also das Bild de~
1) Vgl. Anmerkung auf S. 11.
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unendlich fernen Punktes der Geraden g, heißt der :F 111 ('h t pu n k t von
g. - Die Bilder paralleler Geraden gehell durch einen gelllein-
s a m e n Fluchtpunkt.
Durch Spur- und Fluchtpunkt ist die Origillalgerade be-
s tim m t. - Ei TI Pu n k tim Rau m eis t be s tim m t dur eh s e i TI Bi I d
und durch Spur- und Fluchtpuukt
einer durch ihn gehenden Geraden.
Schneidet 9 die Ebene TIv in (; ", 80 ent-
steht das Parallelogramm 0 c: (} Gv, also
ist gc 11 0 t», Der Punkt GV, dem der un-
endlich ferne Punkt von gc entspricht, heißt
der Ver s c h w in d u n g 8 P u 11 k t von g.
Originalgeraclen, die sich in TIv
schneiden, haben parallele Bilder.
Sonderfälle. a) Ist die Gerade g 11 TI,
so ist gc 11 g. Dann verhalten sich d i e A b-
schnitte auf gc wie die entsprechenden
A b sc h n i t t e auf g. In diesem Falle ist zur F estlegung von 9 außer
der Geraden gc noch irgend ein Punkt von 9 erforderlich, der seinerseits
wieder in der vorher angegebenen Weise bestimmt wird.
b) Der Hauptpunkt H ist der Fluchtpunkt aller Norrnalen. zu TI.
Wir bezeichnen die Parallelen zu TI im folgenden kurz als Fron t-
linien, die Normalen zu Tl als Tiefenlinien.
9E
206. Eine nicht durch 0 gehende Ebene E wird bestimmt durch
irgend zwei ihrer Geraden, am zweckmäßigsten durch ihre Spurlinie e
Fig. 191. und ihre unendlich ferne Gerade eoo ,
Tl TT'V die selbst wieder durch ihr Bild er;, d. h.
die Schnittlinie von TI mit der Parallel-
ebene durch 0 zu E gegeben ist(Fig.191).
Die Gerade er; heißt die Flucb t ll n i e
von E; sie ist I1 e. - Parallele Ebenen
haben dieselbe Fluchtlinie.
1)ie Ebene E schneidet TTv in ihrer
Ver s oh w i n d u n g s l i n i e eV 11 e.
San derfälle. a) Geht E durch t),
so fallen e und e: zusammen, und die
Bilder aller Punkte von E liegen auf e.
b) Ist E 11 TI, so sind e und e~ unendlich fern; eine solche Fr 0 n t-
ebene wird bestimmt durch Angahe eines ihrer Punkte. Dann ent-
spricht jeder in E liegenden Figur ein ihr ä h n I ich es Bild.
c) Ist E 1. TI, so geht e~ durch H.
207. I.J i eg t ein e Ger ade i n ein er E ben e, 8 0 I i e gen S pur - ~
F'l u c h t- und Verschwindungspunkt der Geraden bzw. in der
Spur-, Flucht- und Verschwindungslinie der Ebene.
Daraus folgt: We n n zwei Ge r a d e n einander schneiden, so
ist die Verbindungslinie ihrer Spurpunkte parallel zur 'Ver-
bin dun g sl i nie ihr er :F 1u eh t pu n k t e.
Tl
d
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Ab b i l d u n g einer e be n en Figu r.
208. Konstruiüren wir von einer inder Ebene E liegenden Figur
~4. TlC . .. die Zentralprojektion Ac B; Oe ... , HO stehen Oriuinal- und
Bildfigur in folgender Beziehung: Alle b
V 1 · d 1" t 1 d }1-'ig. 1H2.er r r n ungs r n i e n en sprec i e n er
I)unk te gehend u r ch ein e n Pu n k t .
nämlich durch das ProjektiollS~
zentrum 0, und alle Schnittpunkte
entsprechender Geraden liegen auf
einerGeraden, nämlich auf derSpur- E
linie edel' Originalebene (Fig.192).
Solche Figuren heißen kollinear in
perspektiver Lage (perspektiv kol-
linear); 0 ist das Kollineations-
z e n t.r u m , e die Kollineationsachse,
..AAc ein Kollineationsstrahl. Nach Aufhebung der perspektiven
Lage bezeichnen wir die lfiguren einfach als kolline a r.
Die in Art.49 behandelte Verwandtschaft der Affin i t ä t ist ein
Sonderfall der Kollineation.
209. Kon s t r u k t i on des Bildes einer ebenen Figur. Das
Projektionszentrum 0 sei gegeben durch den Hauptpunkt H und die
Distanz d, die Originalfigur Ö durch die Spur e und die Fluchtlinie e;~)
ihrer Ebene E und durch ihre Umlegurig rro um c in TI, wobei noch
hinzugefügt werden muß , welcher Teil von E Fig.19:3.
sich hinter der Ebene Tl befindet (Fig. 193).
Ist go irgend eine Gerade von ~}o, so kennen
wir von der Bildgeraden gc zunächst den Spur-
punkt G == c X go. Der zugehörige Flucht-
punkt G: ist der Schnittpunkt von e(~ mit der
Parallelen durch 0 zu g. Um ihn zu ermitteln,
drehen wir die Ebene 0 e: um e: in demselben
Sinne wie E, bis sie mit Tl zusammenfä.llt, Be-
zeichnen wir mit 00 die neue Lage von 0, mit
J den Schnittpunkt von JIOo und e:, so ist
IlOo 1.. e: und J 00 == J 0, d. h. gleich der
Hypotenuse JOo eines rechtwinkligen Dreiecks
1JJ 01) mit den Katheten IlJ und 110 0 === ä. Dann erhalten wir al~
Umlegung von 0 G~ die Parallele durch 00 zu go und damit den
Punkt (J C:, also schließlich ,fle == G c: .
Der Punkt J ist der Fluchtpunkt aller Geraden VOll E, die auf der
Spurlinie senkrecht stehen (Hu u p tf l u c h t p u u k t der Ebene). ~~
210. Um zu irgend einem Punkte J)o der umgelegten Original-
ebene das Bild P, zu konstruieren, ziehen 'wir durch ihn irgend zwei
Geraden qo und ro als Umlegungen zweier Geraden 'L und r von E und
bestimmen zu ihnen in der eben entwickelten ,;Yeise die Bilder qc und
re; dann ist Pe === qc )/ r: Benutzen wir dabei als tl» die Verbindungs-
linie von ]Jo und 0 0 , so fällt q(. mit lJo zusammen , d. h. 0 0 Po ist eine
142
selbstentprechende Gerade und enthält deshalb auch deri Puukt j'('o
Daraus folgt der Satz: Legt man eine ebene F'i g u r u m die Spur-
1i nie ihr e I' E ben e und das Pro jek ti 0 n s z e n t r u m i 11 d e m s e Ibell
Sinne um die zugehörige Fluchtlinie in die Bildebene UIn,
so sind Bild und Um1egung der Originalfigur p e r s p e k t i v
k oll i n e a I' In i t d em u m gel e g t e n Pro j ek ti 0 n s z e n t r u In als K 0 1-
lineationszentrum und der Spurlinie der Originalebene als
K ollin ea ti o n sac h s e,
Man konstruiere hiernach das Bild eines in E liegenden und durch
seine Umlegung gegebenen Quadrats.
211. Schneiden wir E mit der Verschwindungsebene TTv in der
Verschwindungslinie e", so ist nach Fig.191 Abstand eve == Ab-
stand 0 e:; wir erhalten daher die Dmlegung eg von eV , indem wir im
Abstande J 0 0 zu e eine Parallele ziehen. (Es ist also die llitte des
Abstands 0 0 e auch die ltlitte zwischen eg und e:.)
Der Schnittpunkt von go mit eg ist der umgelegte Verschwindungs-
punkt Gg von g. Da der zugehörige Bildpunkt G~ auf gc unendlich
fern liegt, so ist nach Art. 210 0 0 Gg 11 gc. Hieraus ergibt sich eine
zweite Konstruktion der Bildgeraden gc mittels der Punkte G und Gg.
212. Auf Grund der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen
einer ebenen Figur und ihrer Zentralprojektion können wir die früher
Fig.194.
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gelösten Aufgaben über die ebenen Schnitte der Pyramiden und
Kegelflächen noch in anderer Weise behandeln. Denn der Schnitt
der in Fig. 194 (früher in Fig.62) in Grund- und Aufriß dargestellten
Pyramide mit der Ebene E (e] e2) ist die perspektiv kollineare Figur
Al BI ..: zu .der in TII liegenden Grundfläche AB ... mit der Spitze S
als Ko.llineationszentrum und e1 als Kollineationsachse; dabei entspricht
der unendlich fernen Geraden von TI1 in E die Schnittlinie rn mit der
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durch S gehenden Horizontalebelle und der unendlich fernen Geraden
von E in TI) die Grundrißspur n der Ebene durch S 11 E. IU1 Grundriß
geht also die Gerade A~13~ durch die Schnittpunkte von AB mit e1 und
der Parallelen durch S' zu AB mit der Geraden m' (vgl. den Schluß
des Art. 58).
l)ie wahre Größe der Schnittfigur ergibt sich durch lTmlegung der
E in die TI1. Bezeichnen wir mi t So die en tsprechende Umleg ung von
S um die Gerade n, so ist die wahre Größe Ar Bi) ... perspektiv kol-
linear zu AB .. . mit Soals Kollineaticnszentrum und Cl als Kollineations-
achse; die Gerade Ar Er geht daher durch den Punkt .AB X el parallel
zur Verbindungslinie von So mit dem Punkte .JtB X n.
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213. Die Teilungspunkte der Geraden. In ]"'lig.lH5 ist die
Gerade g durch ihr Bild ge === G G: und das ProjektionszentruIn ()
wie immer durch Hund d gegeben. Auf der Bildgeraden gc soll
vom Punkte P; aus - etwa in der Richtung von G nach ]J(. -
eine Strecke abgetragen werden, deren wahre Länge == 7 i s t.
vVir ziehen durch G und
Gr; in beliebiger Richtung zwei
Parallelen e und e: und be-
trachten sie als Spur- und Flucht-
linie einer durch g gelegten Ebene
E (vgl. die Skizze 195 a). In E
gibt es zwei Scharen paralleler
Linien , die mit 9 und e gleiche
Winkel einschließen, also auf
heiden Geraden gleiche Stücke
abschneiden. Ihre Fluchtpunkte
()1 und O2 liegen auf e(~, und
zwar bildet der Strahl 0 0 1 mit
°G~ und e;;-- dieseIhen einander
gleichen Winkel , wie die ent-
sprechenden Parallelen mit den
Geraden g und e, mithin ist
0 1 Gr;: === 0 G:. Die wahre Länge
des ParallelstrahIs 0 G: von 9
ist aber === OoG:, wenn 0 0 wie
früher die Umlegung von 0 um
e;; bedeutet, oder sie ergibt sich
direkt als Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks mit den Katheten 11G:~) und 011 === d, Dann er-
halten wir 0) und O2 , indem wir diese I..Jänge von Ge: aus auf c/~
beiderseits abtragen. Ziehen wir nun die Gerade ()l L'; bis zu ihrein
Schnittpunkte ]J) mit c und machen auf e die Strecke ])1 Ql == 1, so
schneidet ()1 Q) die Bildgerade rJe im gesuchten Punkte Qc, dessen wahre
Entfernung von P; == l ist; denn Oll)) und 0 1 Ql sind die 13ilder
zweier Geraden, die rnit g und e gleiche Winkel einschließen, folglich
sind G PI und 1\ Ql die wahren Längen der Strecken Gt; und ])c Q".
In derselben Weise können wir auch den Punkt O2 verwenden.
I)ieses Verfahren erspart die Umlegung der Ebene E.
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Die Punkte 0 1 und O2 heißen die 'I' eil u n g s P11 11k te od er ~I t' ß-
punkte der Geraden 9 hinsichtlich der Ebene E.
Aus unseren Darlegungen ergibt sich die wichtige Hegel: ]) i e
Teilungspunkte der in der Ebene E liegenden Ueraclell .fl
w erdengefun d e TI, i n d e Il1 man die L ä n g e d e s Par a ]1eIs t r a h Is
va: vom Fluchtpunkte G: aus auf e~ abträgt. Die S't r a h l e n ,
die d e n Te i lu n g s p unk t In i t den End pu n k t e n ein er a n f .rIc
liegenden Strecke verbinden, begrenzen auf der Spn r e der
Ebene die wahre Länge der Strecke.
Fig.196.
214. DIn die Strecke PQ im Bilde in eine Anzahl, z. B.
d r e i , gleicher Teile zu teilen, ist die Konstruktion des Teilungs-
punkts nicht erforderlich (Fig. 196). "Tir ziehen
einfach durch den einen Endpunkt P; der Bild-
G -; strecke jJcQc und durch ihren Fluchtpunkt GI~-
C\~ -c-; -c., in beliebiger Richtung zwei Parallelen Pe und
""Qc _ - .:>--- (';:0 e';, tragen auf Pe eine beliebige Länge von I';
}JI~- k~ - - ~_ aus dreimal ab, wodurch die Punkte 1, 2, ;)
.,-+- ~ -I-~ erhalten werden, schneiden e(~ mit 3 Q(~ im
.> ~ 1'" 1'< Punkte F und bestimmen die Schnittpunkte Re
und Se von P, Qc bzw. mit F 1 und F 2. -
Betrachten wir nämlich e: als Fluchtlinie einer durch P Q gehenden
Ebene, so ist P; 3 das Bild einer in drei gleiche Teile geteilten Front-
linie dieser Ebene, und den Geraden F 1, F 2, Fl 3 entsprechen parallele
Originalgeraden ; also ist PR == II S == S Q.
d
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215. Die reduzierten Punkte. Die bisher entwickelten Regeln
bedürfen einer Ergänzung für den Fall, daß gewisse, zur Durchführuug
Ftg. 197. der Konstruktion notwendige
Punkte außerhalb des l{ahmens
der Zeichenfläche Iiegen. Wir
betrachten z. B. die Aufgabe: (1e-
geben ist das Projektions-
zentrum 0 durch Haupt-
punkt Hund Distanz d, eine
E ben e E cl ur ch e und er.: und
in ihr die Gerade 9 clurch
ihre Umlegung 90; Inan soll
die Bildgerade gr kon-
s t r u i ere nun d auf ihr V 0 111
SpurpunkteGaus dieLänge l
a htragen (Fig.197). Wie in Art. 209 fällen wir zunächst von 11 auf ((a:
das I.Jot}1J; auf diesem befindet sich das umgelegte Projektionszentrum
0 0 - Ist nun die Distanz so groß, daß 0 0 unerreichbar wird, so machen
. f 11J d' St k J 11 1 - 11 0 0wir au ie rec e == J H, ferner .LJ H gleich dem
n n n n
JI ten Teile der Distanz und auf der Verlängerung von 11J die Strecke
o 0 0
J 0 === J ; dabei ist die Zahl n so groß zu wählen, daß alle ge-
n n
nannten Punkte innerhalb der Zeichenfläche liegen (in der Figur ist
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3) Z· I 0 0 o: 11 00n == .. ~le ren wir dann (/0 bis er: und machen auf er: die
n n '
c:
Strecke J ur; == n .Je, so ist G: der Fluchtpunkt VOll q also g.
n .' (
n
heißen reduzierter Hauptpunkt, redu-
GG(~.
- . JI G(a:
Die Puukte ,
11 n
z i e r t e r Fluchtpunkt usw.
Um auf ,qr den Punkt P; zu ermitteln, dessen wahre Entfernung
von G == list, bestimmen wir auf e: den Teilungspunkt 0 1 VOll 9
mittels G': 0 1 = n- G':_ 0 0 , sowie auf e den Punkt 1\ mittels GPI = 7
n n
und ziehen OIPl' Machen wir statt dessen auf e: und e die
Strecken G'; O! = Ge: (!o und G.I!1 = 1 , so geh tauch die
n n n n n
'1 0 1 PI 0 1Gerade durch den gesuchten Punkt Pe; dabei ist - der
n n n
reduzierte T'e i l u u g s p u n k t von g.
Wird auch der Fluchtpunkt Ge;: unzugänglich, so finden wir die
Bildgerade gr: m it Hilfe des red uzierten Spurpunkts : Machen wir auf
. ~ (lI.. . 11 G G:
.l Cl die Strecke J == -,] G, so ist gc . Um in diesem Falle
n 11, n n
den Teilungspunkt 0 1 zu ermitteln, machen wir auf eC; in der Richtung
~ c: G~ 0 0nach J die Strecke 'Q == -_..._. ; dann ist JO I == n . JQ. Befindetn n n
sich auch 0 1 außerhalb der Zeichenfläche, so ermitteln wir den redu-
zierten Teilungspunkt 0 1 zufolge der Gleichung:
n
J 01 _ JG'iOO _ 0 1 G OO - Ja:
- (: c - n.
n n
W ei t e r e .A. u f gab e n übe r Ger a d enun d E ben e n.
(,00
/ C
r
216. 'ViI' beginnen mit einigen Aufgaben, die nur Lag e 11-
beziehungen enthalten, dagegen von lVI a ß beziehungen völlig frei sind.
Zu ihrer Lösung ist die Kenntnis des Pro- Pig. 1H8.
jekt.ionszentrume nicht erforderlich.
a) Die Schnittlinie g der Ebenen
E (c, e~ ) und cf> ({, Fr;: ) 2 U k 0 II S t r u i e l' e n
(Pig, 198). Die Spnrlinien e und ( treffen sich
im Spurpunkte G VOll g; ehenso ist der Flucht-
punkt Ge; == cr;: X I';~. - Ist UHr einer dieser
Punkte erreichbar, so schneide Inan die heiden
Ebenen mit einer geeigneten IIilfsebene L (s,sr;:). Dann geht g durch
den Schnittpunkt der Geraden E X L und cf> X L (vgl. hiermit Art. 27).
b) Den Sc h n i ttp u nk t I' der Ger aden g (G, G~) In it der
Ebene E (e, ee;:) zu konstruieren (Fig.199). Man lege durch g eine
M ü 11er, Darstellende Geometrie. 10
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heliebige Hilfsebelle Q> (f, f;) und bestimme die Sehulttlinie k VOll E
n nd <P; dann ist P -- 9 -« k (vgl. Art. 28).
c) Durch den Punkt P der Geraden lc (](, ]«~) 7.U einer
a n der enG e ra d e n 1 (1.1, IJC;:) ei TI e I)ara11 eIe ni z u z i e 11 e 11 (F ig. 200).
I )er :F1uchtpunkt von In fällt mit 1,,~.) zusammeu ;
also ist nie == l)(.L~. Da ferner kund JJl sich
schneiden, so liegt der Spurpunkt 111 von 1U
auf der Parallele durch K zu «: L:.
d) Die Verbindungslinie {} der Punkte
P und Q zu bestimmen, die b z w, auf den
Geraden k (K, K(~) und 1 (L,I.lC:) gegeben
si nd (Fig. 201). Auf der Bildgeraden .f!r == P; Qc
muß noch der Spurpunkt G, sowie der Flucht-
punkt G~~ ermittelt werden. Die Gerade !J liegt
nun in der Ebene E == Pl., deren Spur- und Fluchtlinie wir kon-
struieren, indem wir durch P zu l die Parallele m ziehen. BestiInmen
Fig.201.
Pig.200.
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wir von m den Spurpunkt M WIe in der vorigen Aufgabe, so ist
e === LM, und er: geht durch L: 11 e. Dann sind G und Ur; die
Schnittpunkte von gc bzw. mit e und er:.
217. Bei den folgenden Aufgaben metrischen Inhalts ist das
Projektionszentrum 0 immer durch den Hauptpunkt 11 und die Distanz d
gegeben.
a) Den "'... i n k el y z w eie r (si c h s c h n eid end e 11 0 d e l' \V i n d -
sc h i ef e n) Ger ade n a (A, A~) und V (lJ, B ~) z u b e s t i m m e n
(Fig. 202). Da auch die Parallelstrahlen 0 A~ und 0 B~ den \Vinkel r
einschließen, so finden wir seine wahre Größe durch Umlegung des
Dreiecks .A~ 0 }3~.) in TI. Wir ziehen also HJ.L A:l1: und machen JOo
gleich der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
HJ und d, so ist L A~ 0 0 Bt == y.
b) Im Pu n kte 1) d er Eb e n e E (e, e~), des sen Bi ld P; gege hen
ist, ein J.J 0 t von der ge ge ben e n I.J ä n gel zu er r ich t e n (Fig. 203).
Der gelneinsalue Fluchtpunkt N(~ aller Normalen zu E ist der Schnitt-
punkt von TI mit dem Lote in 0 zur Ebene 0 er;. IJie senkrechte Pro-
jektion dieses Lotes auf TI geht durch 11.L e:' und trifft e;- im Haupt-
fluchtpunkte J von E. Die Punkte J, 0, N(~ bilden demnach ein bei
o rechtwinkliges Dreieck mit dem Höhenfußpunkte 11, und wir erhalten
~ .
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den Punkt JV(r:, indern wir das Dreieck in seiner Umlegung zeichnen:
wir ziehen also 110° .LI!J und == d und 0 0 N(~ .L 0 0 J bis H J.
Die Gerade J)cN/) ist das Bild der unbegrenzten Geraden n , die
in P auf E senkrecht steht. Um ihren Spurpunkt N zu ermitteln,
ziehen wir durch 1) eine in E liegende Gerade, z. B. die Senkrechte
zu e, die J zum F'luchtpunkt, mithin den Schnittpunkt K von j)(.J mit e
zum Spurpunkt hat. Dann liegt N auf der Parallele durch K zu J N/: .
- Die Geraden ]{N und J»: sind Spur- und Fluchtlinie der durch
u .L TI gelegten Ebene.
Jetzt wird auf n die Länge I nach der Methode ().es Teilungspunkts
aufgetragen: Wir machen auf JNcrJ) die Strecke N(~ 0 1 == N/- 0, d. h.
Fig. 20~L
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=== N/:00, proJIZIeren r, aus 0 1 nach ]J1 auf ](N und tragen die
Länge 1 von ]J1 aus (in dem einen oder dem entgegengesetzten Sinne)
auf ](N ab. Ziehen wir von dem so erhaltenen Punkte eine Gerade
nach 01' die 'J7 c in Qc schneidet, so ist P; Qc das Bild des gesuchten Lotes.
Die Lösung dieser Aufgabe gestattet in Verbindung mit Art. 210
die Darstellung eines geraden Prislnas von gegebener Grundfläche
und Seitenkante.
Dar s t e l l u n g des Kr eis e s,
218. Die Zen t r alp r °j e k ti°n des I{ r eis e s ist der Sch n j t t, eines
Kreiskegels mit der Bildebene, also eine Ellipse (oder ein Kr e i s),
eine Pu r a b e l oder I-Iyperhel, je n a ch d e m der Kr e i s mit der
·V·e I' s c h w i II dun g s1i nie sei 11er E b e TI e k ein e n , ein e II 0 der Z w e i
T> unk te g e In ei 11 hat.
Auf gab e. ]) i e Zen t r a I pro je k t i °n k; des ]{ re i ses k zu k 0 11 -
s t ru i e r e Tl, cl erd ur ch sei II e E bell e E (c, c~) U 11d sei II e U In leg 11TI g-
ko um c in TI gegehen ist (Fig.204). Wir ziehen zunächst 11J.Le;-
und bestimmen in bekannter Weise die lTlnlegung 0 0 des Projektions-
zentrums 0 um ee; (Art. 209), sowie die umgelegte '7ersclnvindungs-
linie e~ von E (Art. 211).
10*
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Erster Fall: ko schneidet e~ nicht; k; ist also eine Ellipsp, Sei
]Jlo der lVlittelpunkt von ko, A oB o der auf c senkrechte Durchtuesset-,
S sein Schnittpunkt mit e, so entsprechen den Punkten A o und B o in
der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen ko und 11'(' die 8chnitt-
P' 204 punkte Ar und It, von SJ
19. . mit ()o A o und ()o l?o. Ge-
--Jf-- nauer konstruieren wir Ac
und IJ(~ mit Hilfe des
'I'eilungspu nkt s ()1 der Ge-
raden 111 S hinsichtlich der
Ebene E: IHacbell wir auf
(~C:: J 0 1 == ~T0 0 und auf c
SA 1 == SA o, SIll === SI~o,
so gehen 01.AI und 0 1 BI
bzw, durch Ac und Be. -
Das Bild einer 'Tangente
von 1.'0 ist die Tangente i m
entsprechenden Punkte von
k; (Art. 72); diese Tan-
genten schneiden sich auf
der Kollineationsachse e.
Die Ellipsentangentell in .t,
und B; sind daher 11 e; die
Strecke AcBe ist also ein I)urchmesser von kc, und der zu ihm
konjugierte Durchmesser GeDe geht durch den l\Iittelpunkt N,. von
AiB; 11 e. Um die Punkte Ce und Dc zu finden, ermitteln wir auf
A oB o den Punkt No, arn sicher-
sten wieder mittels des 'feilungs-
punktes 0 17 und ziehen durch .1Vo
in ko die Sehne Co Do 11 e, sowie
die Geraden 0 0 Co und 0 0 1 )0'
Hierdurch ist k; bestimmt,
Die Tangenten aus 0 0 an ko be-
rühren auch k; 1).
219. Zweiter Fall (Fig.205).
Berührt ko die umgelegte Ver-
schwindungslinie eg in Pg, so
ergibt sich als Bild von k eine
Par a bel lee , deren Achse 11 0 0 ])g
ist. Ziehen wir 0 0 i; .1. 0 0 r;
his c(y und von T(~ an ko die Tangente to, so entspricht ihr nach
.A rt, 211 eine zu 0 0 Tg parallele Gerade t.; die sich mit to auf c
1) Um über kaIs Grundkreis einen geraden Kr e i s k o z « I von gegebenpl"
Höhe l zu konstruieren, errichten wir in lt1 zu E ein J..ot 11l]J == l (vgI.
.Art.217). ])ie scheinbaren Umrißlinien des Kegels sind dil) 'I'angentcn ans
P; an k«. Wir zeichnen sie, ohne die Ellipse kc zu benutzen, indem wi r
P; als Bild eines Punkts in E auff'assen , dessen ITrnlegnng Po wir errni ttelu :
])0 liegt auf ()oPc , und die Geraden M»P; und ])10 J)o schneiden sich auf e.
Dann entsprechen den Tangenten aus Po an ko dip Tuurrenten alls Pr' an k-,
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Fig.20ß.
sehneidet , und diese ist die Scheiteltangente von k; Dem 13erührungs-
punkte von to ist der Scheitel der Parabel zugeordnet.
220. Dr i t t e r Fall (Fig.206). Schneidet »; die Gerade eX in r;
und Qg, so ist k; eine Hyperbel. Den Kreistangenten Po und (jo in
])g und Q~ entsprechen die Asymptoten
Pe 11 Oo]Jg und qc 11 0 0 (t!~.
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Darstellung der Ku g e l,
221. Der Kugelmittelpunkt 1J1 liege
hinter der Ebene TI und sei bestimmt
d urch seine senkrechte Projektion lJfl auf
TI und seine Entfernung m von dieser
Ebene; überdies sei der Radius r der
Kugel gegeben (Fig. 207). Der vom
Projektionezeutrum 0 ausgehende Tan-
gentenkegel berührt die Kugel in einem Kreise 'lt und schneidet TI in
einem Kegelscbnitt u.; den) scheinbaren Umriß der Kugel. Die 131"en11-
punkte von u; sind die Projektionen der Endpunkte Fund G des auf
2J1MI liegenden J(ugeldurchmessers (Art.l 04).
Legen wir die durch 1YIMI und den Haupt-
strahl () H gehende Ebene, die mit der Kugel
einen Hauptkreis k gernein hat, um 111111
in die lElclebene um , so gelangen J}[, IT, G,
k, O hzw. nach ]}[o, F o, Go, ko, (Jo; dabei sind
M 1 J lO und HOo.LHlIl1 und bzw. == m und
=== d. Dann erhalten wir die Brennpunkte
ITc und Ge, sowie die }1~ndpunkte der Hauptachse von u; als die Schnitt-
punkte von 111J[1 mit ()ol?o und 0 0 Go, sowie mit den Tangenten aus
()o an ko•
222. Alle Kugeln, die dem von 0 an die gegebene Kugel gelegten
'I'angontenkegel eingeschrieben sind, haben denselben scheinbaren Um-
riß UC. Ist also von der Origiualkugel das Bild ie des zu 11 parallelen
Hauptkreises i bekannt, so finden wir Fig. :2u~.
u; als Umriß einer Hilfskugel mit dem
Hauptkreis i e (Fig. 208). Irrdem wir
die vorhin ausgeführte Konstruktion
für diese Hilfskugel \viederholen, ver-
hinden wir den Punkt 11 mit dem
~Tittelpunkt Me von ie (<1. h. mit dem
Bilde des ]\;[ittelpunkts ]}I der Originalkugel), ziehen TIO o == d .1. 11J11(.
und schneiden 111Jfc mit den Geraden von 0 0 nach den F:ndpunkten des
auf H lJl~~ senkrechten Durchmessers von i.: sowie mit den Tangeute r:
aus 0 0 an i..
Ver] e gun g d e S Pro je k ti Oll S zen t r HIn s.
223. Sei 0 1 das urs p I' Ü TI g 1ich e Pro j e k ti 0 n s z e u t r U In In i t
dem Hauptpunkte H 1 und der Distanz du G die Spur, Gr der
F I u c h t pu n k t ein e r 0 r igin a I ger Cl,den ,fl, als 0 .th == G ()~ i b r
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Pig.209.
Hi l d , ferner PI das Hi l d eines Punktes J' VOll !J; m an soll die
Projektionen g2 und })2 VOll .Q und 1) aus irgend e i n e m anderen
I)unk te O2 e I' In i t tel n, der dur c h sei n e sen k r e c h t e Pro j e k t i 0 11
11'2 auf d i e Hi I cl e ben e TI
und seine Entferllung d'2
von dieser !!egeben istHJ lJ
0-- (:B-'ig.209). Wir errnitteln 7JU-
/>: p
/1 ...<, I . G 00 nächst den Schnittpu nkt S der
/ '~-' - P' • Geraden 0\ O2 mit TI, indem
/1 / ",,"~ wir die Ebene 01 111 1/2 O2 um/ /
I / H 1ll'2 in TI umlegen. Der/ /
/ / G -, neue Fluchtpunkt (J~ von 9
/- -.1.- ------ ----- ---~'-~'\. 8 liegt auf der Parallele clurch
0; 0: O2 zu 0 1 G~; wir erhalten ihn
daher als Schnittpunkt von
(Jr S mit der Parallele durch 112 zu IfI G~. Dann ist 92 == G G~ das
gesuchte Bild von g. Der Punkt P 2 liegt auf der Geraden S PI' der
Spurlinie der Ebene 0 1 O'!I).
Liegt O2 auf 0 1111, so fällt S mit 111 zusammen , und der Punkt
(}~ teilt I/I G~ in demselben Verhältnis wie O2 die Strecke I/I 0 1 •
Ist 0 102 11 TI, so ist Gr G~ # H 1 1!2 und Pt P2 111/11120 Dieser
.Fall liegt bei der Konstruktion stereoskopischer I3ilder vor.
11. Angewandte Perspektive.
D ars tell ung ebenflächiger Gebild e.
I I I I y
A" }
0"
- -:-~ Ac
- ::::--:' .... /' I --J
---' /'
.-.,-.0----..
I
I
1: -. ~--_.L.-+--__
224. Um von allen vertikalen Geraden parallele Bilder 7JU erhalten,
stellen wir die Bildebene TI im folgenden stets vertikal. - Beim
Betrachten eines Bildes pflegen wir uns vor seiner Mitte in einer Ent-
fernung aufzustellen, die einerseits genügend groß ist, um das Bild als
Ganzes ohne Drehung des Kopfes bequem überblicken zu können, und
Fig.210. andererseits hinreichend nahe,
um noch die Einzelheiten
deutlich wahrzuuehmeu. Diese
Tatsache hat der Zeichner bei
der Wahl des Gesichtspunktes
o zu beachten. Des haI b
wählen w i r den Haupt-
punkt /1 ungefähr in der
Mitte der Bildfläche und
die Di stanz d inder Regel
gleich dem 11/ 2 - bis
2fachen der größten Aus-
d eh nun g d e s Bi 1d e s.
Das älteste, aher auch
11nvollkornrnenste Verfahren, um die Perspektive eines Gegenstandes
zu konstruieren, ist die sogenannte Glastafel- oder Durchschnitts-
rnethode (Fig, 210). - Dabei ermittelt man das Bild mit Hilfe von
Grund- und Aufriß als den Schnitt der Sehstlrahlenpyramide mit der
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Bildehene TI, die wie eine Seitenrif3ehene ..Lx gestellt wird, Dann erhält
man auf der y-Achse die Grundrisse aller 13ildpunkte (die Bild-
b reitcn) und auf der e - Achse die Höhen dieser Bildpunkte über der
9 - Achse. In einer besonderen Figur wird schließlich die Ebene TI mit
der y- Achse und dern entstandenen Bilde - die von 0 aus sichtbare
Seite nach außen - in die Zeichencbene gelegt.
225. Die Spur der horizontalen Bodenebene , auf der die abzu-
bildenden Gegenstände stehen, heißt G ru n d li nie; wir bezeichnen sie
fortan mit .Q und die Bodenebene, weil wir sie in der I{egel als Grundriß-
ebene benutzen, mit TI1. - Eine durch 0 gelegte Horizontalebene (die
Horizontebene) schneidet TI in einer durch 11 gehenden horizontalen
Geraden h, dem Horiz on t des Bildes. Auf li befinden sich die Bilder
aller in der Horizontalebene liegenden Punkte. Wird das Bild unter
der Voraussetzung konstruiert, daß der Beschauer auf der Bodenebene
steht, so ist der Abstand der Parallelen g und h gleich der Augenhöhe
des im :I\rlaf3stabe der Bildehene gezeichneten Beschauers.
Der Horizont ist die Fluchtlinie aller horizontalen Ebenen und der
geometrische Ort der Fluchtpunkte aller horizontalen Geraden. Unter
diesen sind für die angewaudte Perspektive besonders wichtig:
1. die 7:U TI, also zu g parallelen Breitenlinien, mit Bildgeraden.
die gleiehfalls 11 q sind;
2. die zu TI senkrechten Tiefenlinien, mit dem Fluchtpunkt H:
:->. die Geraden, die mit der Breitenrichtung einen Winkel von 45°
hilden, und die wir im folgenden kurz als 45°-Linien bezeichnen.
Ihre Fluchtpunkte ])1 und 1)2 liegen auf h im Abstande d vom Haupt-
punkt H und heißen die Distanzpunkte des Bildes; dabei ist der
links von 11 liegende Punkt D 1 der Fluchtpunkt der (in der Richtung
von vorn nach hinten) nach links laufenden 45° - Linien.
- "
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226. lVlit Hilfe der Distanzpunkte zeichnet man das Bild eines in
der Boclenebene liegenden Qua d rat n e tz e s von gegebener Seitenlänge,
dessen Seiten teils die Breiten-,
teils die 'I'iefenrichtung haben,
und dessen erste Quadratreihe
bis an die Grundlinie reicht
(Fig.211).
Ist die Quadratseite gleich
der Längeneinheit, so enthält
das abg~hildeteNetz auf jeder
seiner Breiten - und 'riefen-
linien einen per s pe k ti v ge z e i c 11 II e t e 11 ]\'1 a Jj s ta h , und deshalb
erweist es sieh als ein bequemes Hilfsmittel ZUIll per s pe k ti v e n
Skizzieren. Handelt es sieh nämlich zuuächst um die Abbildung
einer in der l~odenehene liegenden Figur, die in wahrer Größe gegebell
ist, so überdeckt Inan sie mit einem ebensolchen Quaclratnetz und über-
trägt ihre Punkte - durch Ahschätzen nach dem Augenmaße - in
die entsprechenden Maschen des Bildes. Man kann ferner in jedem
der so ermittelten Punkte ein Lot von gegehener Länge zur J~oden­
ebene errichten. Denn das Lot erscheint auch itu Bilde als vertikale
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Gerade, und der perspektive Höhemuaßsta.h dps l'u nktes ist g-l()i('h
seinem Breitenmaßstab. wei l beide in derselben ]1"rolltehf'llp lieg(~n (\~,gl.
Art. 206 unter b).
227. Grundaufgabe. In der l~odelleht~lle TI} == [j, h i s t
hinter der Bildebene 11 der Punkt Q gegeben durch d on :Fll(.)-
punkt M des von ihm auf 9 gefällten Lotes und die Lä n jr e )}{
der Strecke MQ; den Bildpunkt Qe zu konstruieren CFig. ~12)e
}lan mache auf g entgegengesetzt zur l-lichtung 11D 1 die Strecke J.11 (Jl
== m 80 schneidet D1Ql die Gerade lJIH im gesuchten Punkte Qc; clenn
D I QI ist das Bild einer 45° - Linie und Q1 1JI Qe das Bild eines gleich-
schenklig rechtwinkligen Dreiecks. Die Punkte D 1, D 2 sind die
'I'e i l u n g ap u n k t e aller N o r m a l e n zu TI hi nsicht.lich der durch dit'se
gelegten horizontalen Ebenen (...Art, 213).
Um auf der Bildgeraden QeI[ eine gegebene Länge l v o n
Qc au 8 n ach hin te n wie cler hol tab z u t r a gen, sch nei den w i L' g
mit D I Qc in Ql' machen auf 9 entgegengesetzt der R,ichtung 11 D1 die
Fig.212. Fig.213.
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Strecken QlBI == R I SI ... === l und prOJIzIeren die Punkte 1f1, SI ...
aus D 1 nach Re, Sc auf die Gerade Qc11 (Fig. 21 a). - Sind jedoch
die Punkte R1 , SI zum Teil oder sämtlich unerreichbar, so tragen
wir die Länge l vom Spurpunkte ~[ der Geraden QcH aus f'ntgegt~ll­
gesetzt zu HD1 auf der Grundlinie ab und verbinden den so erhaltenen
Punkt U mit H. Ziehen wir dann (Je Ve 11 g bis U11, so ist die wahre
Länge von QV === i, mithin liegt Re auf der 45° - Linie D 1 V(.. Ziehen
wir ferner It; Wc 1\ g bis UH, so trifft D 1 Wc die Gerade QcH in Sc US\v.
Bedeutet bei diesen Aufgaben die mit 9 bezeichnete Gerade nicht
die Spur der Bodenebene, sondern das Bild irgend einer in dieser Ebene
liegenden Breitenlinie, so gelten dieselben Konstruktionen, sobald der
~laßstab der Breitenlinie, d. h. das Hild einer auf ihr liegenden Strecke
von gegebener Länge bekannt ist, nur sind dann m und l selbstver-
ständlich in diesem Maßsta b auf gabzutragen.
IJa die Distanz stets größer ist als die Bildbreite , so befinden sich
die I)iRtanzpunkte niernals innerhalb des Bildes. Liegen sie
überhaupt außerhalb der verfügbaren Zeichenfläche , so hedienen wi r
uns der reduzierten Distanl'.punkte, z. B. des Punktes Dt, der VOll
4
_ d
H um --- entfernt ist (vgl. Art. 215). Machen wir dann in Fig. 2124
auf g die Strecke 1I1~1 = m, so liegt Qc auf der Geraden D 1 Ql
i± 4 4 4
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\\7" • I f . 1:1-'. Cl 1 q 1· G d D1 Q 1· Q1H' :l,le ie n erner In L' Ig. z o < te .reru e 4:. c )I~ 4 und machen Cl u f
1· Si 1 Ql R 1 B 1 81 1 U 79 < 1e trec cen == ===; oder wir machen .1""11 == undLi 4 4 4 4 .4 4
schneidcu die durch Qc gehende Breitenlinie mit 11
4
U in V(. US\y.
I 4:
228. Grundaufgabe. l m Punkte Q der Bodenehen8 TI],
d e r d ure h sei n 13 i Id Qc b e s t i In m t ist, ein I.J 0 t (J 1) v 0 11 der
I-länge z zu errichten (Fig. 212). Da Q.l) 11 TI ist, so ist auch
(Je r, 1I (J I), cl.h. 1.g. Errichten wir im Spurpunkte 111 von Qc11 zu .rJ
das Lot ][N === e , so liegt P; auf N H; dann sind nämlich Q1) und
lJ[N eiuander gleich als Parallelen zwischen Parallelen. Oder wi r legen
durch Qc zwischen 9 und h eine beliebige Strecke E]~l und hetrachteu
sie als Bild einer in TI1 liegenden Geraden mit dem Spurpu ukte 1~' u IHI
d em Fluchtpunkte F. F~rrichten wir dann zu g das Lot .FJZ == z , so
geht F Z durch P; (vgl. hiermit die Aufgabe unter b in Art. 217).
Der Punkt Qc ist der perspektive Grundriß des Punktes 1)
(=== IJ;). In der ange\vandten Perspektive b e s t i mm e n w i r e i n e n
Punkt in der Regel durch sein Bild und seinen perspektiven
Grundriß - nicht, wie in der theoretischen Perspektive, durch sein
Bild nebst Spur- und Fluchtpunkt einer durch ihn gehenden Geraden,
oder Spur- und Fluchtlinie einer ihn enthaltenden Ebene.
229. Ist die Bildebene parallel zu einer der vertikalen Haupt-
flächen des dargestellten Gegenstands, so bezeichnet Inan die .Abbildung
als Frontansicht oder gerade Ansicht, andernfalls spricht 11l<Ul
von einer schrägen Ansieht.
Darstellung einer doppelten }{eihe q u a d r a t i s c h e r Pfeile r
in Frontansicht. In Fig. 214 ist der Hauptpunkt H und der Distanz-
Fig.214. Fig.214a.
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punkt ])1 auf dem lIorizont h gegehen, außerdem die Grundlinie g und
vorn vordersten Pfeiler auf der linken Seite des .Hildes der Aufriß auf
die Zeichenebene TI. Die Anordnung der sechs in TI} lit\genden Grund-
flächen zeigt in vark leinertem l\laßstahe Fig. 21 ~t a ; dabei ist, wen n a
die Lärure der Karrte 1~ bezcichuet , der Zwischenrauru zwischen zwei
b
neheneinanderstehenden Pfeilern == 4 a, zwischen zwei hintereinander-
stehenden === 3 a und der Ahstand des J\Iittelpunkts lJ1 des Quad ru.ts
1234 von der Geraden g == a. Hieraus ergibt sieh sofort der Aufriß
des vordersten der auf der rechten Seite hefindlichen Pfeiler. Un1 eiue
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symmetrische Gestaltung des Bildes zn vermeiden, haben wir den Haupt-
punkt 11 nicht genau in der J\;Iitte zwischen beiden Pfeilerreihen gewählt.
Die Bilder der Grundflächen der drei links stehenden I 'f'eiler liegen
zwischen den Geraden 1" Hund 2" H. Machen wir auf q entgegen-
gesetzt zur Richtung 11D 1 die Strecke M" llf1 === lll" lJI, cl.h. === u , so
erhalten wir auf D1Ml die Bildpunkte 1c , lllc : 3(., und damit die zu {l
parallelen Seiten 1c 2c und 3c 4c• Von den dahinter liegenden Quadraten
bestimmen wir nach Art.227 die Bilder ihrer Mittelpunkte. Zu dem
Zwecke machen wir auf g in der Richtung von ],[" nach ]JEt die Strecke
lJI" U gleich der Entfernung zweier aufeinanderfolgenden Mittelpunkte,
also == 4 a, und ziehen MeVC I1 g bis U11; dann enthält die Gerade
D] Vc das Bild der zu 13 parallelen Diagonale des zweiten Qua-
drats usw, - Um den perspektiven Grund riß der Deckplatten zu
ermitteln, tragen wir die Hälfte der Strecke 9" 10" von jJI" aus auf [I
beiderseits ab; die Verbindungslinien der so erhaltenen Punkte mit H
schneiden z. B. die Diagonalen L, Be und 2c 4(' in 9~, 1O~ HS'V.
Die perspektiven Grundrisse der Pfeiler auf der rechten Seite
liegen zwischen denselben Parallelen zu g, wie die entsprechenden Teile
der links erhaltenen Figur.
Durch die Punkte des perspektiven Grundrisses ziehen wir J.. [J die
Bilder der vertikalen Kanten der Pfeiler und der Deckplatten und be-
grenzen sie durch die '7erbindungslinien der Punkte des Aufrisses mit 11.
Die vier schrägen Flächen jedes Kapitells bilden eine abgestumpfte
Pyramide, deren Spitze sich auf der vertikalen Mittellinie des betreffen-
den Pfeilers befindet. Für den vordersten Pfeiler links ist d iese Spitze
mit" S bezeichnet; dann gehen die Bilder der schrägen Kanten 5 H,
() 10 ... nach dem Schnittpunkte Sc der vertikalen durch lJle mit 11S ".
Wir können auch leicht die Fluchtpunkte der schrägen Kanten
ermitteln. Denn die Kante 5 9 ist die Schnittlinie ihrer ersten und
zweiten projizierenden Ebene, folglich ergibt sich ihr Fl uchtpunkt }1;1
als Schnittpunkt der Fluchtlinien beider Ebenen. Nun geht die erste
projizierende Ebene durch die Gerade 13, die D 1 zum Fluchtpunkte
hat, ihre Fluchtlinie also 1. h durch D I • Die zweite projizierende Ebene
ist .l. TI, hat rnithin zur Fluchtlinie die Parallele zu 5" 9" durch 1/.
Die Fluchtpunkte EI, E 2 , E lS ' E 4 aller schrägen Kanten liegen also
paarweise auf den Vertikalen durch D I und ])2 und auf den Parallelen
durch H zu den Geraden 5" 9" und 6" 10".
230. Darstellung eines Hauses in schräger Ansicht. Das
Haus ist in Fig. 215 in Grund- und Aufriß gegeben. Wir wählen den
Grundriß 0' des Auges SO, daß dieses zwei Seiten des Hauses sieht, und
legen die Bildebene TI zweckrnäßig durch die vorderste Kante 15, ziehen
also die Grundlinie g durch 1 und zwar angenähert senkrecht zu r
Halbierungslinie des Winkels 2 0' 4 1).
I) Vgl. Art. 224. })io Geraden 0' 2 und 0' 4 begrenzen auf (/ die Bild-
brvite b. Steht 9 genau senkrecht auf der Halbierungslinie des Wh~kels 2 0' 4,
so ergibt sich f'ür die Distanz, also den Abstand des Punktes (J' von g, die
iii r die Bild wirkung günstigste Größe zwischen ~ bund 2 b, wenn jener
2
Winkel ungefähr zwischen 370 und 280 liegt.
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Die verlangte Perspektive soll in Fig. 215 a konstruiert werden :
hier ist also die Bildebene TI in die Zeicbenebene gelegt, in der wir den
Horizont li mit dem Hauptpunkte 1f, sowie die Grundlinie 9 beliebig
angenommen haben. Dem Punkte 11 entspricht in der anderen Figur
der Fußpunkt 1f' des Lotes von 0' auf g; in der Perspektive wird
daher die vertikale Strecke 1ö in wahrer Größe so gezeichnet, daß ihr
..Abstand von 1/ === 1/' 1 ist.
UIn den perspektiven <Jrundriß des Hauses zu konstruieren, er-
mitteln wir zunächst den Fluchtpuukt lTl der Seite 14. Zu dem Zwecke
ziehen wir in Fig. 215 die Gerade 0' ]?{ 11 14 bis 9 und übertragen die
Strecke lI'I?{ von 11 aus auf den Hori-
zont h. l)ann ist 1 F 1 das Bild der un-
begrenzten Geraden 14. Ebenso könnten
wir den Fluchtpunkt F 2 der Seite 12 be-
stimmen; ist jedoch Fig.215 nur eine
ungenau gezeichnete Handskizze mit ein-
geschriebenen Maßen, so konstruieren wir
1?2 unmittelbar in Fig. 215 a , indem wir
die Horizontebene nach oben oder unten
in die Zeichenebene umlegen. Kommt hier-
durch 0 nach 0 0 , so ist H 0 0 .1 hund
gleich der Distanz 0' H', und dann erhalten
wir F 2 mittels 00F2 1. 0 0 ~F·\.
Auf der Geraden 1 ~B\ haben wir
die gleichen Strecken 1 A und A 4 per-
spektiv abzutragen, und auf der Ge-
raden 1 F 2 die Strecken 1 B, B C, C 2.
Dies geschieht nach der Regel des 'I'eilungs-
punkts (.Art. 213): ~Iachen wir auf h die
Strecke F 11; gleich der Länge des Par-
allelstrahIs F}0, d. h. === F 1 0 0 , und Fl2112
== lT200 , so sind Tl und T2 die Teilungs-
punkte der Geraden 1 F I und 1 F 2 hin-
sichtlich der Ebene TI}. 'I'ragen wir dann die Strecke 1 A eIltgegen-
gesetzt zur Richtung F 1111 von 1 aus auf g zweimal ab, so schneiden
die Verbindungslinien der so erhaltenen Punkte mit Tl die Gerade 1 }11
in Ac und 4e, und ebenso finden wir auf 1 I!"l2 mit Hilfe des Teilungs-
punkts T2 die Punkte Be, Ce, a., Hieraus ergibt sich z. B. 9;~ all-'
Schnittpunkt der Geraden A(']?2 und IJel?l·
l.Jie Hilder der Kanten 56 und 58 gehell von 5 Bach }1'2 und F 1 •
l.lm den First des IJaches zu zeichnen, machen wir auf der (ie-
raden 15 die Strecke 11) gleich der gegehenen Firsthöhe und schueideu
die Vertikale durch Ac mit D1~11 i n l!)(.. Dann liegt das Bild des
Fit-sts auf der Ueraden E1c l i'2; diese trifft die Vertikale durch n;, im
Punkte HC.
Ko u tr o l le n: Die Gerade Acl~c geht durch den Schnittpunkt der
Diagonalen der Seitenfläche 14c 8c 5; ebenso geht der perspektive Grund -
riß des Firsts durch den Schnittpunkt von 13 c und 2c 4 c • - In Fig. 21 Cl
halbiert die Gerade 19' den rechten Winkel 214, mi thin liegt ib r
:F' 1u c h t pu n k t F 3 a 11f d er HaI b i er u u g s1i 11i e des \V' i 11k e l s F, 0 0 1~'2
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.Anmerkung. In derselben Weise, wie hier das Hild dr's Pu nktos
H mit Hilfe der Strecken 1 A, 1 B, 1 IJ ermittelt wu rrle , findet Ulan
auch das Bild eines beliebigen Punktes im Ralune, indem ma II ih n auf
die drei zueinander rechtwinkligen Geraden 14, 12, 15 wie auf die
Achsen eines Koordinatensystems bezieht und die ihm en tsprechenden
Achsenabschnitte ahbildet.
231. Ist der A b s t a n d gh sehr klein, so wird der perspektive
Grundriß, der hei elen vorhergehenden Konstruktionen für den weiteren
..Aufbau des Bildes als unentbehrliche Grundlage dient, undeutlich und
ungenau.Um dies zu vermeiden, konstruiert man an seiner Stelle d e 11
per s p ek ti v e n Ci I'und riß auf ein e gen ü gen d w e i t n a c h u n te n
(oder nach oben) verschobene Grundrißebene (Kellergrund-
riß). Dann liegen entsprechende Punkte der beiden Grundrisse auf
vertikalen Geraden, und die Konstruktion des Bildes bleibt völlig un-
verändert, wenn man die Grundlinie g durch die Spur der verschobenen
TI I ersetzt und jede Höhe um die Verschiehungsgröße vermehr-t,
232. Ist bei der zuletzt behandelten Aufgabe die Distanz tl so
groß, daß die IJmlegung 0 0 des Auges unerreichbar wird, so bedienen
wir uns der in Art. 215 mitgeteilten }!Iethode der red uzierten Pu nkte:
w» machen auf der vertikalen durch H die Strecke 11°0 gleich einem
n
dpassend gewählten Bruchteil von d, z. B. === -- , und auf h die Strecke
n
F100
=== n- . rrragen wir nur die
n n
1l~] = 1 HF]; dann ist FIT]
n n
-i F I 0 0Strecke - von F 1 aus auf h ab, so erhalten wir den red uz iertenn n
T ·1 k Tl M h Alei ungspun t -. ac en wir dann auf gl gleich dem n ten 'I'eil
- n n
. G Tl Al
von 1 A, so geht ehe erade ---- durch Ac.
n n
Jetzt ergibt sich der Fluchtpunkt F 2 der zu 1 F I senkrechteu
G d 1 F . I 0 0 r, .L 00 r, F 2~Iera en 2 mitte s- - --- - - und IIF2 ===, n .IIn n n n n
Ist 1/2 unerreichbar, so erhalten wir die Bildgerade 11i'2 mit Hilfe
des reduzierten Spurpunkts. Wir machen ]-J 1 gleich dem 1'1 ten Teil
n
1 E'
VOll J/1 und ziehen durch 1 zur Geraden 2 die Parallele i. Danu
n n
finden wir den 'I'ellungspuukt 1'2' indem wir urn F~ einen durch (Ja
n ]I,
gehend en Kreisbogen schlagen; schneidet dieser die Gerade li in Q, so
ist 111'2 == n . 11Q.
233: UUl nach dem unzugänglichen Fluchtpunkte F2 , der soeben
als SchnIttpunkt der Geraden hund i festgelegt worden ist, eine Reihe
weiterer Geraden zu ziehen, benutzen wir arn einfachsten eine sogenannte
157
F I u c h t pu n k t s chi e n e (Fig. 216). l)iese besteht aus drei Linealen, die
um eiue Achse drehbar sind und sich durch eine Schrauhe in jeder
Lage feststellen lassen. Von jedem Lineal geht eine Kante, die wir
seine IIa u ptkan te neunen, genau durch die Achse. Das unterste
Lineal wollen wir als Zeichenlineal, die beiden auelern als Schenkel
hezeichnen.
Der Apparat\vird in folgender Weise gehandhabt: Wir wählen in
der Nähe des dem Punkte }j~ zugewendeten Randes des H,eißhretts _
ungefähr symrnetrisch 7,U h - zwei Punkte V und lr, die hund i,
sowie alle andern Geraden, Jie noch nach F 2 gezogen werden so11e11 ,
zwischen sich fassen, und befestigen in ihnen senkrecht zur Zeichen-
fläche zwei Stifte. Dann wird der Apparat so auf die Zt~icheldläehe
gelegt, daß die Hauptkanten
v und io der Schenkel die Fig.216.
Stifte V und llT berühren, und
daß das Zeichenlineal mit
seiner Hauptkante u an der
Geraden h liegt. 'Vird hierauf
die Schraube an gezogen und
der Apparat so bewegt, daß v l U
und UJ an V und llT gleiten, so .iv==J-------
beschreibt der Drehpunkt S
der Lineale einen durch V
und VV"" gehenden Kreisbogen,
und die Kaute u geht beständig
durch einen Punkt des Kreises,
nämlich seinen Schnittpunkt
mit h, Ist also der Apparat zufällig so eingestellt, daß eine Lage von
u mit i zusammenf'ällt , so treffen sich alle I..jagen von u im Schnitt-
punkte F 2 von hund i.
Diese Einstellung ist aber durch Probieren leicht zu ermitteln.
Dabei ist es zweckmäßig, aU1 Zeichenlineal eine 1\Iarke 1J1 anzubringen.
Nachdem wir den Apparat in der vorhin beschriebenen Lage (vgl.
:B~ig. 216) versuchsweise festgestellt haben , übertragen wir die }Iarke
durch einen Bleistiftstrich 1 auf die Zeichenfläche und lassen darauf
die Schenkel so an den Stiften gleiten, daß u sich der Geraden i nähert.
Zeigt sich dann, daß die heiden Geraden nicht zur Deckung gehracht
werden können, daß vielmehr der Fluchtpunkt }?2 sich links vom festen
Schuittpunkt der Kante UI mit 11, befindet, so versehen wir den Strich 1
mit einem nach links weisenden Zeig-er. Dann bringen wir den Apparat
in seine Allfallg'slage zurück , lösen die Schraube und verschieben das
Zeichenlineal lii,ngs der Geraden hein ,venig nach l inks. Hierauf
schrauben wir wieder f'est , hezeich nen die neue l.Jage von JJl auf dem
Papier durch einen Strich :2 und bewegen den Apparat abermals
gegen die Gerade i. J.Jiegt jetzt der Fluchtpunkt 11'2 rechts vorn neuen
Schnittpunkt von ic mit h , so bringen wir am Striche 2 einen nach
rechts weisenden Zeiger an und suchen die richtige Einstellullg von
.1lf zwischen 1 und 2; andernfalls bekommt 2 einen nach links ge-
richteten Zeiger, und dann verschieben wir 1JI in dieser Richtung weiter
über 2 hinaus usf.
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234. S ch r ä ge Ans ich t ein e s i In (-i I' 11n d - und .A u f I' i 1.;
gegebenen Obelisken (Fig.217). Hier ist es vorteilhaft, die Bild-
ebene TI nicht durch die vorderste Kante des Sockels, sondern durch
die Mittellinie MN des Obelisken zu legen. Wir ziehen also, nachdem
t)' passend gewählt ist, die Gerade fl durch JJ1, und zwar so, daß der
Grundriß B' des Hauptpunkts ungefähr in die Mitte der Bildbreite
fällt. In Fig. 217a, bei der TI in der Zeichenehene liegt, ist I! beliebig
angenommen und der Ahstancl g 11. ungefähr gleich der Augenhöhe eines
lIenschen im Maßstab der gegebenen Skizze. Aus dieser entnehmen
wir die Gerade 1JIN mit der auf ihr liegenden Teilung , sowie den
Fig.217.
s " Fig. 217 a.
N
T
I
]\1
-_._.t-._.- Y
I
~h
I
I
I
I
___-L-- g
M\
\ \
\ \
'\ \
\ \
",\\\
\\\
.~ 0'
\
\~ - - x
\
1 \
.....--'-----4
2
9
Fluchtpunkt F t der Seite 14 der quadratischen G-rundfläche und
bestimmen mittels der lJrnlegung 0 0 von 0 die Fluchtpunkte F 2 und
1~13 der Seite 12 und der Diagonale 13, sowie die Teilungspunkte 111 und
112 der Geraden 14 und 12. ('7 gl. Art. 230.) Darauf konstruieren wir
den perspektiven Grundriß, am besten auf eine 0 h erhaI b N liegende
E~helle TI1 mit der Spur rl. Zu dem Zwecke zeichnen wir zuerst die
Bilder 1111?1 und 1Jil~-12 der durch J.1I gezogenen Geraden y I1 14 und
.E I1 1.2 und übertragen mittels 1'] und 112 die auf ihnen liegenden Ab-
schu itte. llaraus erhalten wir sofort die 13ilder aller Quadrate, aUH
denen der Grundriß des Obelisken besteht; dahei dient die Diagonale
.lJll/3 al« Kontrolle für die Richtigkeit der Zeichnung.
Von jedem der entsprecheuden, auf dem Körper liegenden Quadrate
kennen wir seinen l\littelpullkt auf der (~eraden 1J1 N; wir finden also
sein Bild aus seinem perspektiven Grundriß und dem Bild der zu 1H
parallelen Diagonale, oder auch einer zu x oder zu y parallelen
~[ittellinie.
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235. :E r In i t tel u n g des "B" I u c h t P unk t sei n e r s c h r ä ge 11 ~
d. h. nicht horizontalen Geraden CF'ig. 21~ und Skizze 218a). Der
F'Lu ch t p u n k t 1? der Geraden a liegt auf der Fluclrtlinie r ihrer
ersten projizierenden Ebene, d.h. auf der-Vertikalen durch den auf
/
/
/
/
I
/
Fig.219.
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Fig. 218 a.
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dem Horizont befindlichen
F 1u eh t p u 11k t F' d es Ci- run d-
risses a' von a. Kennt man den
Neigungswinkel cc der Geraden a
gegen TI}, also den vVinkel F 0 J?',
so findet 111an 1/' durch Umlegurig
des rechtwinkligen Dreiecks F O.F'
in die Bildebene TI. Kommt hier-
durch 0 nach 0 0 auf h, so ist
1~1' 0 0 === 11" 0 0 , wenn 0 0 wie immer
das mit der Horizontebene um-
gelegte Auge bedeutet; 0 0 ist also
der Teilungspunkt der Cleraden a'
hinsichtlich der Ebene TII .
]~ in e A n w end u n g zeigt
V'ig. 219 1). In dieser sind 1~\ und
]1'2 die Fluchtpullkte der aufein-
ander senkrechten (Jrundkanten des
dargestellten Gebäudes, '1\ und 112 die zugehörigen Teiluugspunkte. Die
Hor-izontalneigung aller Dnchflächeu soll HOo betragen. Daraus {~rgehell
sich die F'luchtpuukte GI' G~ und G2, U; der Giebelkautcn , und zwar
j st GI 11; === ]?1 (J:~ u nd (.;2 1 112 === 11'2 G;. -- Di e ve r tikaIen 'V ände B Al)
und ](J P schneiden sich in der vertikalen Geraden 1)Q. Die Schnitt-
1) Nach G. ] rau c k, I ..ohrbuch der malerischen Perspektive.
/
/
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li n ie (JR der Dachfläche LI( (J mit der vVand us » ist 11 ](L, geht
also im Bilde nach dem Fluchtpunkt G2• Um die Schnittlinie R S der
Dachflächen LK Q und CB R zu ermitteln, bestimmen wir ih ren Flucht-
punkt G3 als Schnittpunkt der Fluchtlinien beider Flächen: Die GeradenI~ Ir und K Q haben die Fluchtpunkte G2 und F 1, mithin ist G2 1?1 die
Fluchtlinie der Ebene LI( Q. Ebenso ist GI F 2 die Fluchtlinie von
CBR, mithin Ga == G2FI X GIF2•
236. Er mit tel u n g des Hauptpu n k t s und d e r D ist a n z h ei
ei II em vorgelegten Bilde. Sind die Fluchtpunkte F I und 1?2 zweier
horizontalen, auf einander senkrechten Geraden bekannt, so befindet
sich das nach oben umgelegte 'Auge 0 0 auf dem Halbkreise über F 1 ]1'2
(Fig.220). Kennt man überdies den Fluchtpunkt Fa der Halbierungs-
linie des von den Geraden gebildeten Winkels, so halbiert der Strahl
OoFa den Winkel F10oF2 , geht also durch den Mittelpunkt lY[ des
unterhalb ".B'I F 2 liegenden Halbkreises. Demnach ergibt sich 0 0 als
Schnittpunkt des Kreises mit der Geraden MFa, und dann ist der
Fig.220. Fig.221.
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Hauptpunkt H der Fußpunkt des Lotes von 0 0 auf den Horizont F 1 F 2
und die Distanz == H 0 0• - Diese Konstruktion läßt sich z. B. an-
wenden , wenn das Bild eines horizontalen, schräg liegenden Quadrats
bekannt ist.
Kennt Ulan außer F I und F 2 von einer nach F I gerichteten Bild-
strecke Ac Be die Länge im lVIaßstab der durch A gehenden Breitenlinie,
weiß man z. B., daß AB doppelt so groß ist wie eine durch A gehende
"\'ertikale mit dem Bilde .Ac Ce, so mache Inan auf einer Parallelen zu
1/1 E'2 die Strecke A cB 1 === 2. Ac Ce und schneide r, F 2 mit BI Be in Tl
CFig.221). Dann ist 7;1 der Teilungspunkt von AB, und 0 0 liegt auf
rlem Kreise UIn E't mit dem Radius l!~\Tl.
Hat Inan außer F\ und 1?2 noch die Fluchtpunkte (lI und (j-2
zweier andern horizontalen, aufeinander senkrechten Geraden , so i~t
()o der Schnittpunkt der Halbkreise über I!\ F 2 und GI (;2. - Bilden
die nach (;1 und (}2 gehenden Geraden zwar keinen rechten Winkel,
wohl aber einen \Vinkel von bekannter Größe qJ, so ergibt sich als geo-
metrischer Ort für 0 0 der Kreisbogen durch GI und (]-2' der rp als
Peripheriewiukel faßt.
Sc hat t e n k 0 II S tr u k t i 0 n e n.
237. Schatten auf die Ho d e n e b e u e. Der leuchtende Punkt L
sei durch sein Bild L c und seinen perspektiven Grundriß 1~~ gegeben
(Fig.222). Dann ist der Schatten, den der Punkt P (== 1)1'7 l)~) auf
IGI
d ie Bodenebene TI} wi rf't , der Schnittpunkt P* des VOll L nach P
gehenden Lichtstrahl» mit seinem Grulldl'iß L'P', also im Bilde p~
-- l)/·])c X I,,;. 1)~.
Bei I) ara 11 e 1bel eu c h tu II g sind L; uud 1,,;, die Fluchtpunkte der
Lichtstrahlen und ihrer Grundrisse. Da n n liegt L~ auf d e m Hori-
z on t h; ist a l s o s t e t s der FuI3J>unkt des von 1..1(' auf h g e f ä l l t e n
I.J0 t e s (vgl. Art. 23C.). L e ist das Hild des Sonnenmittelpuukts. Steht.
,die Sonne vor dem Heschauer , so liegt L; oberhalb h und ist der
Fig.222. Fig. 2~;-).
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Fig.224.
238. Sc h u.t t e u auf ver-
t i k a l e 11~ I> l~ II e 11. I Tl :Fig. 22·1
:-loH der Schatten der Strecke A 11
auf z wei vert.ikule Wände 1 u nd
J1 konstruiert worden, die in der I
Kante T U zusanllnellstoßen.Dit) ~- -- l-
erste projizierende Ehene des F I
durch A gehf-lllden J.Jicht:-\trallls I{
schneidet 1 in der Vertikalen
durch den Schnittpunkt der Grundrißspur-eu beider )1~l>enen, und diese
bestimmt auf dem Lichtstrahl den Schatten A_I von A auf 1. Der ebenso
ermittelte Schatten BI des Punktes B liegt außerhalb der hegrenzten
Fläche J; der Schatten von A 1] auf I reicht also nur bis zum Schnitt-
_ Mittelpunkt des Bild8s der Sonne; steht die Sonne h in tel' dem Be-
schauer, so liegt L c u n te r h al b h und ist nur ein virtuelles Bild des
Sonnenulitte1punkts. Sind die Lichtstrahlen 1I TI (Streiflicht), so
si nd auch ihre J3ilder parallel und ihre perspektiven Grundrisse 11 li.
Der Schatten einer vertikalen Geraden auf die Bodenebene TI!
geht im ,Bilde nach dem .Fluchtpuukte 1..1~, der Schatten einer horizon-
talen Geraden nach dem Fluchtpunkte dieser Geraden (auf h).
Ist A e13c das Bild einer schrägen (nicht horizontalen) Geraden A-B,
A~B~ ihr perspektiver Grundriß, so schneidet die Gerade A~,B~ den
Horizont in ihrem F'luchtpunkte I?', und der Fluchtpunkt ]f' von AB
ist der Schnittpunkt von AcBe mit der Vertikalen durch 11"" (Fig. 223).
Dann ist die Gerade ]i'J.;c die Fluchtlinie der Lichtstrablenebene durch
AB, also ihr Schnittpunkt mit h
der Fluchtpunkt des Schattens
A* B* VOll A 1~ auf TIl' denn
..11*B* ist die Schnittlinie jener
J~i('htstrahlenebellemit TIi-
M Ü 11er, Darstellende Geometrie. 11
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punkte 0 von AIBI mit der I{ante 11lJ. Ist 1J11 der Scliattcn von 1J
auf die Ebene 11, so empfängt diese von A 1J den Schatten Cl H!',
Die Fluchtlinie der durch ABgelegten Lichtstrahlcnehono ver-
hindet wieder L e mit dem Fluchtpunkte ]11 der Geraden .A 1-1, und die
Fluchtlinie der Ebene I ist die Vertikale t' durch den Fluchtpunkt ]?1
der in TI! liegenden Kante S 11 ; der Fluchtpunkt von .E1 1 131 ergibt sieh
daher als Schnittpunkt von F'L; mit [. - Die :B~bene ]J liegt parallel
zur Bildebene, hat also eine unendlich ferne F'luoht.linie , mithin ist
CcB~[ 11 F i;
Als Anwendung konstruiere man den Schatten der in Art. 2~9
dargestellten Pfeiler auf die Bodenebene , sowie den Schatten, deu ein-
zelne Pfeiler von anderen Pfeilern empfangen.
239. Schatten auf eine beliebige Ebene. Der Schatten de;-;
Punktes P auf die Ebene des Dreiecks ABC, das durch sein Bild und
seinen perspektiven Grundriß bestimmt ist, liegt auf der Schnittlinie
der ersten projizierenden Ebene des durch ]J gehenden Lichtstrahls mit
der Ebene AB 0 und wird ebenso konstruiert, wie früher in senkrechter
Projektion (Art. 28).
240. Ermittelung der Eigenschattengrenze eines vier-
eckigen 'I'u r m s (Fig.225). Da das Bild der Endfläche ABCI) des
prismatischen Teils des Turms von den Geraden L~Ac und 1~~ Oe gestreift
Fig.225.
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wird, so befinden sich die d urch A 13 und BOgehenden vertikalen
Flächen im Schatten. Ihn die Eigenschattengren7.e des Helms zu er-
mitteln, konstruieren wir den Schatten S * der Spitze S auf die Ebene
AB Cl) als Schnittpunkt des durch S gehenden Lichtstrahls mit seiner
senkrechten Projektion auf diese Ebene. Dann zeigt sich, daß die
Geraden S; Be' und S; Oe das Viereck streifen, mithin ist von den vier
Pyramidenflächen nur SB C im Eigenschatten.
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Dar s tell U II g k ru III BI e r I.J i 11 i e II U II d ]1" 1ä c 11 e H.
241. Das Bild einer Ku r v e wirr] konstruiert, indem mau die
Bilder einer genügenden Anzahl VOll Punkten der Kurve errnit.telt und
die Bildpunkte aus freier IIand durch einen stetigen Zug verbindet.
Dabei kann Inan sich auf verha.ltn ismäßig wenige Punkte beschrankeu.
wenn Inan gleichzeitig ihre 'I'angenten in die Ab hildung üherträgt.
In Fig. 22G soll die i11 der horizontalen Ebene [I h liegende Kurve k,
die in :Fig. 22ß a in wahrer Größe gegeben ist, perspek tiv dargestellt
Fig.22H.
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werden, wenn das Projektionszentrum durch den Hauptpunkt Hund
den Distanzpunkt 1)1 bestimmt ist. Nach der in Art. 227 behandelten
Grundaufgabe konstruieren wir mit Hilfe von 1[ und D 1 vor allem die
Bilder der Endpunkte der Kurve, sowie ihres \\Tendepunkts und der
Fig. 227 H.
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Punkte, deren Tangenten parallel oder senkrecht) zu [I sind, und g-leicII-
zeitig - mi ttels ihrer Schnittpunkte mit .rJ - auch die Bilder der
zugehörigen Tangenten.
Fig. 227 beziehf sieh auf die Konstruktion der Perspektive eines
Spitzbogens in der vertikalen F~hene E, die die Bodenebene yh in der
Geraden e solmeidet. Das Projektionszentrum ist wieder durch 11 und
D 1 gegeben; die wahre Gestalt des Spitzbogens und seine I.Jage gegen
11 *
1G4
die Bildeboue zeigt Fig-.227a. Wir ermittelu die .Bilder der Pu nk te
~4, B, S und der zugehörigen Tangenten, sowie einiger Zwischenpunkte
mit Hilfe der Grundrisse A', B', S' ... und der Punkte lJ ... auf der
Vertikalen AA'. U III die auf e liegenden Punkte auf die l~ildgerade C(.
zu übertragen, konstruieren wir in bekannter \Veise VOll e deu
'I'eiluugspunkt 1 1•
242. Darstellung des Kreises (vgl. Art. 218). Wir betrachteu
hier nur noch einmal den praktisch wichtigsten Fall, daß der Kreis die
Verschwindungsebene weder berührt noch schneidet, so daß er also im
Bilde als Eil i Ps e erscheint, und zwar wollen wir zunächst voraus-
setzen, der Kreis k liege hinter TI in einer h o r i z o n t a l e n Ebene
TI 1 == g h ; er sei bestimmt durch den Fußpunkt S des Lotes VOllL
Mittelpunkt lJ-l auf g, die Länge m VOll SM und den Radius 1·, außer-
dem sei auf h der Hauptpunkt H und der Distanzpunkt D 1 gegeben
(Fig. 228). Denken wir uns dem Kreise ein Quadrat umgeschrieben,
dessen Seiten 1\ und J.g sind (Fig. 228a), so erhalten wir dessen Bild
Fig. 228 a.
D t H
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Fig.228.
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in folgender W eise: Wir machen auf g S Q== SR == r, S 11 == 8 U == m;
dann gehen die Bilder der auf g senkrechten Quadratseiten VOll Q und
R nach II und die Bilder der l)iagonalen von TJ und T nach den
Distanzpunkton D 1 und ])2' und die Geraden UD1 und T D 2 treffen
sich auf S 11 in Me. Dadurch sind auch die Bilder der zu .fl parallelen
Seiten und ihrer Berührungspunkte ..11 und B, sowie das Bild des zu g
parallelen Kreisdurchmessers I( L bestimmt ; wir kennen also von der
Bildellipse lt; vier Punkte und ihre 'I'angenten,
Wir legen :ferner um k ein zweites Quadrat, dessen Seiten zu den
Diagonalen des ersten parallel sind, und bezeichnen mit V und TV die
auf ]( L liegenden Ecken. I Jann verhält sich M Ir: 1JIV == 1: V2, und
da K 1~ 1I TI ist, so stehen auch die entsprechenden Bildstreckell in delll-
selheu Verh.i.ltn ia, Machen wir also auf ](rLc die Strecken Me V c und
.llll·ll'"c == lJlc1(.. l/ 2, so gehen die :Bilc1el' der Seiten des zweiten Qua-
.1 rats VOll "V~ und vVe nach den I)istan~punktenund bestimmen auf U ])1
11nd 1'1)2 die l~erührungspnnkte i., 2c , :-;(', 4c• Oder: Die Geraden 14
und 23 gehen durch die l\Iittelpullkte N und P von lYI V... und lJ.ll~~
]\(acht man also auf ic.t; die Strecken si,»; ~.Ve , M e1)c, r, n;
gleich der Kathete eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenuse === .1l1c K; ist, so bestimmen die Geraden Nel! und 1)c1i auf
den Bildern der Diagonalen des ersten Quadrats die Punkte 1e , 2c , Be,
-l, mit den Tangenten Pr 1e usw,
16ö
Silld (1 i e I)i ~ t a 11Z P u 11 k t e 1111 e r r e i ('11 h a r ~ 1111J i~ t ~ tatt de ~
])1
Puuktes 1)1 der reduzierte Di~ta11ZpuJlkt gegeben, ~() mache4
Inan auf o S 1J
4
lJ1 ==/n und .A 1 st, 1111 BI 1" : da.un :..wll11ei(lPll
J 4: J L! 4 4
'i 1)1 -ill 1 Al 111die Geraden VOll nach , . die Uel'acle S11 1Jl 1JJc , j1 c , 1Jc•4 J 4' 4
]{ Al J)1
Bedeutet den Schuitt.punk t von ruit der l)arallelell durch l.llc444
J(
zu [j, so ist ~IcKc == lJlcLc == 4 . .i.llc 4· IhtsUild des z weit.en Qua-
drats wird mi t Hilfe der Punkte N n l)c, ~., ll/:~ oh ne Benlltzullg der
Distanzpunkte gefunden.
An In erku n g. Die hier mitgeteilte Konstt-ukti on der l lildellipse
aus acht Punkteu und ihren Tangenten ist selbatvet-ständ lich auch an-
wendhar , wen n ~ieh der Kreis, \vie 111 Art. 218 ~ iu einer h (\1i (\h i ge 11,
durch Spur- und Fluclrtliuie bestimmten 11~helle befindet, uur sind dann
die Punkte II und D1 durch die früher mit J und 0 1 bezeichneten
Punkte z u ersetzen.
243. Ist von einem horizontal liegend en Kreise VOll vor n her e i 11
cl a s B i 1d 1(,.L e d es zu TI parallele nD u I' c 11 n 1e s s e r R g e geh e n , 80
findet Inan die Punkte Ac und Be der Fig.228 InitHilfe der Geraden
von Je, und L c nach ])], oder, wen n nur I)l erreichbar ist, mittels4
1 D 1 K
4
- lJL·](c und durch die Geraden von nach4 4
~1 L
c 4
](
lJI
c 4
L
und -4-· Ist so das Bild des erstell umgeschriebenen Quadrats bestimmt,
so erhält Inan das Bild des zweiten genau wie vorhin.
244. Dar s t e l l u n geI n e s i n (~i TI e r ver t i k a l e n E bell e 1i e ge 11-
den Kreise~ (.'B-'ig.22H). Die vertikale f:Mene E schneide die Bild-
z
T
--0------
Fig:. 22H.
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Fig. 22H a.
ebene TI i11 1~; ~ ..L ,fI, die lio rizon tal« l~()(leneheT1e TI] == gh in der
Geraden e (e(~ == 1~;1/); VOll dieser sei an ßerd em auf h der 'I'eilunus-
punkt 1" hekannt, der wie In ITig. 227 m it Hilfe VOll ()o konstruier-t
wird. Die Lage des Kreises l: in Eist i11 l?ig. ~2!} a gegehen. Man
zeichne zuerst wieder das Hild eines d em Kreise u mgcschrjebenen Qua-
drats mit zwei zu EX parallelen Seiten mittels der Punkte S. Q: I:
16ti
1 /I'" A' B' mache also auf 9 die Strecke l!; ]11' === SlJI und A~ .. :JI{nne .1U , , ,
== lJl{B{ == r, verbinde lJ[{, A{, B{ mit 1 1 UR\V. Da.nn bestimme UHUl
auf dem Bilde des zu EJZ parallelen Durchmessers K'I, wie früher die
Punkte N c , ])c, Vc , ll"'c und zeichne das Bild des Quadrats mit der
Diagonale V l~
245. Kennt Inan von einem in einer beliebigen Ebene liegenden
Kreise das Bild eines ulllgeschriebenen Quadrats, von d e m
z w e i Seiten 11 Tl sind, so kann man das Bild des Kreises auch in
folgender Weise konstruieren (Fig. 230 und 230a). 'Teilt Inan die zu
TI parallelen Seiten und den darauf senkrechten Durchmesser AB in
Fig.230. Fig. 230 a.
K
L
gleich viel gleiche Teile, so schneiden sich z. B. die aufeinander senk-
rechten Geraden K 1 und L l' in einem Punkte I des Kreises. IHe
'I'eilung 1 2 3 ... auf der zu TI parallelen Seite erscheint auch irn Bilde
als eine Teilung in gleiche Teile; wir übertragen sie durch Geradell
nach dem Fluchtpunkte F von AB auf die Diagonalen des Bildtrapezes
und von diesen durch Parallelen zu KcLc auf ÄcBc.
246. Sc hat t e n k 0 TI S t ru k ti 0 n he i ein e In ins ehr ä ger Ans ich t
dargestellten Tor (Fig.231). In der vertikalen Ebene E, die die
Bodenebene TI1 in der Geraden e mit dem Fluchtpunkt F 1 schneidet, ist
über der horizontalen Strecke AB der Halbkreis l; gegeben; sein Bild,
die Halbellipse kn wird nach Art. 244 gefunden. Der Halbkreis ist die
Leitkurve eines halben geraden Kreiszylinders, der sich in den clurch A
und B gehenden Mantellinien auf zwei vertikale Wände stützt. Diese
schneiden die Bodenebene in zwei auf e senkrechten Geraden durch die
Punkte A' und B' mit dem Fluchtpunkt F12•
Wir bezeichnen mit I.Jc den Fluchtpunkt der parallelen Licht-
strahlen, mit l..l~ den Fußpunkt des Lotes von L c auf h, Dann ist
jl~I.J~ das Bild des Schattens, den die Bodenebene von der Vertikalen
(1 urch A' etnpfängt. Die Kante A A' wirft ferner auf die gegenüber-
stehende Wand B B' C' C einen vertikalen Schatten; sein Bild Gc .-:1;:
g'(\ht durch den Sch nittpunkt (i-c von A;~L~ mit 1]~1?2.
Der Sohatten , den irgend ein Punkt von k ; z. B. der höchste K,
auf den Zylinder wirft, ist der Schnittpuukt ](* des durch J( gehenden
Lichtatrahls 1 mit der ZylillderHäche. Wir finden ihn, indem wir durch
1 parallel zu den }Iantellinien des Zylinders eine Ebene A legen und
d ie }Iantellinie i konstruieren, in der A, abgesehen von der durch J(
gehenden Erzeugenden, den Zylinder schneidet; dann ist ](* der
Schnittpunkt von l mit i (vgl. Art. 130 unter 1»). DIn die Gerade i
IG7
zu ermitteln , suchen wir die Schnittlinie von A mit E: Die Ebene A
hat die Fluoht.linie 1?2I~c, und die ]-'luchtlinie von E ist die Vertikale
durch E11 ; mithin geht das Bild der Schnittlinie beider Ebenen vom
Schnittpunkte l!.~ ihrer Fluohtlin ien nach dem Punkte lee. Trifft diese
Verbindungslinie die Ellipse k; ZUlU zweiten Male in Je, so ist i; == JeF '2
11nd 1(~'" === 1(. X i.,
l)ie 'I'augente aus 11~ an 7((' bestimmt die Eigenschattellgrenze des
Zylinders. - Die tiera<! e }113 Be schneidet k; iI11 .Bilde des Punktes Q
Fig.2:)1.
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von k; desseu Schatten gerade auf Befällt. Jeder Punkt von k, der
zwischen A und Q liegt, wirft seinen Schatten auf die \Vand B B' C' C.
Dieser Schatten ergibt sich in bekannter Weise aus dem Grundriß des
durch den Punkt gehenden Lichtst.rahls.
247. Sc hat t e n k 0 n s t r u k ti 0 n bei ein e m auf re ch t s te he n d e 1\
geraden Kr e i s z y l i n d e r m i t quadratischer l)eckplatte. In
Ifig. 232 bedeutet »; die Um- Fig.232.
legung des in der hinteren
Bodenebene TIt liegenden
Grundkreises k des Zylinders.
l)ie quadratische I)latte ist
durch ihren urngelegteu Gruud- ~~_I IJ~__
ri fJ l~ 2~ 3;) 4~ und ihren Auf- I
riß auf die Bildebone TI ge-
gebell; w ie die lTigur zeigt,
liegt das H,eehteck 1 2 () Cl 1I TI. 6
Wir konstruieren zuuächst t.,
nach Art.218 oder 242 das
Büd k; VOll t: und hierauf in
gleicher Weise das Bild i; des
oheren Grenzkreises i. Dabei ti-itt au die Stelle VOll !l die Gerade
1" 2" als Spur der oberen Grenzehene, und entsprechende Punkte
168
von k; und ic liegen in Loten zu g. - Die scheinbaren l ' m r i ßI i 11 i e n
tc und U c des Zylinders sind die genleinsanleu vertikalen 'I'angentou
der Ellipsen kc und i c ; wir erhalten sie am genauef'ten, oh 11e k; zu
benutzen, auf Grund der perspektiv kollinearen Beziehung zwischen
k, und ko• Ist 0 0 das umgelegte Projektionszerrtrum und der Punkt ()~
der Geraden 1100 sein umgelegter Grundri!3, also Abstand ()(;.rJ == ()oH
== 11D t , so geht durch O~ die umgelegte Verschwindungsliuie von
TIl' und alle Geraden der umgelegten TI}, die sich in O~ als ih rern
Verschwindungspunkte schneiden, haben vertikale Bilder. Ziehen\yir
daher aus O~ an ko die Tangenten to und U o, so entsprechen ihnen
im Bilde die gesuchten Umri ßli nien; d iese geh en al so cl urch cl 1e
Schnittpunkte von to und Uo mit .rJ.
Bezeichnet L c den Fluchtpunkt der Lichtatrahleu, I~~ seine senk-
rechte Projektion auf h; so wirft jede Mantellinie des Zylinders auf TI1
einen Schatten, dessen Bild nach L~ läuft. Die Grenzlinien dieses
Schlagschattens sind also die Tangenten Vc und ui; aus I~: an k.: Wir
konstruieren sie genauer mit Hilfe der entsprechenden 'I'angenten Vo
und Wo an ko, die zu OoL~ parallel sind; dann geht 7..1t 'l'c durch d eu
Schnittpunkt von Vo mit g. Ist Vo der Berührungspunkt von Vo und ko~
so liefert die Gerade 0 0 Vo auf u; den entsprechenden Berührungspunkt
Vc und damit den Anfangspunkt der Eigenschattengrenze des Zylinders.
Um den elliptischen Schlagschatten zu konstruieren, den die
Kante 12 der Deckplatte auf den Zylinder wirft, wählen wir auf 12
eine Reihe von Punkten P, Q . . . und ermitteln für die durch sie gebelldelI
Lichtstrahlen die Schnittpunkte P*, Q*... mit dem Zylinder: Ziehen
wir PcP~ 1. 9 bis 1~ 2~, so ist die Gerade IJ~L~ der perspektive Grundriß
des durch P gelegten LichtstrahIs ; sie schneidet also k; in J)(;!< ,, dem
perspektiven Grundriß von P*. Genauer erhalten wir 1);' mit Hilfe
von ko : Wir bestimmen Po als Schnittpunkt von l~ 2~ mit 0 0 ]);, ziehenp~ Po~' 11 0 0 L;~ bis ko und projizieren den Punkt 1)(7' aus 0 0 auf P: 1~~ ..
In derselben Weise ergibt sich der Schatten, den der Zylinder von
der Kante 14 empfängt.
248. Durchdringung zweier Tonnengewölbe (Fig. 2:-;3).
Die Wölbflächen sind zwei halbe gerade Kreiszylinder 111it horizontalen,.
sich rechtwinklig schneidenden Achsen. Der größere hat zur Leitkurve
den in TI liegenden Halbkreis lc über dem horizontalen Durchmesser
A IJ, der kleinere den Halbkreis i in der vertikalen Ebene E, die TI in
der Geraden A A' rechtwinklig schneidet. "ViI' geben i durch seine
IIntlegung' i o in TI und bezeichnen mit E oF o die Umlegung des auf TI
Henkrechten DurchInessers p~I< Der von den Wölbfiächen überdeckte
]~,allln wird seitlich von vertikalen Ebenen durch die A.nfangsmantel-
linien der Zylinder begrenzt, hinten von einer zu TI parallelen EbeIle~
deren Abstand I? (]- von F == A p] ist, unten von der Hodenebene TI1
mit der Spur g. - Das Prcjektiouszentrum 0 ist durch den Haupt-
punkt H und den Distanzpunkt D 1 gegehen.
Die Gerade EF geht im Bilde von A nach H, und der Punkt E;
Iiegt auf }1JoD I • Der scheinbare Um I'i ß des kleineren Zylinders ist die
~orizontaleTangente Uc der nicht gezeichneten Halbellipse i., Nun si ud
10 und i; perspektiv kollinear mit der Spur A A' von E als Kollineation s-
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achse , der Vettika.len durch 11 als Fl uclrtliu ie 11lHl der Umlegurig J)l
von () als Kollineationsaeutrum. rrragen wir also auf h die Strecke
11])1 von A A' aus ab, so geht durch den so erha.ltencn PUll]<tVo die
umgelegte Verschwindu ugslinie VOll E parallel zur Spur A A'; Vo ist
demnach der Vet'schwinduugspuukt der Geraden uo, die der Geraden u;
als Umlegung entspricht, d. h. Uo ist die 'I'angente aus Vo a11 io, und
dann geht u; durch den Sclmit.tpuukt von Uo mi t A .A'.
Um die I)urchdring"ungskurve zu ko nstruiereu , schneiden w ir
beide Zylinder durch eine Schal' horizontaler 11 ilf'sehe neu. Sei s die
Spur einer solchen Ebene L, ')1 ihr Schnittpunkt mit .t .A', so ist 1J '1'
das Bild der Schnittlinie t von
L mit E. Die Gerade s trifft
k in den Anfangspunkten ]-) k
und Q der l\lantellinien, die L _ -I·/. I.,L- - .:.-.,'~ ._<
aus dem größeren Zylin(ler \
schneidet. Ehenso hat t mit i A 1- - l~lu - - -' - Ilj"'~ - : (; l)
zwei Punkte II und 8 gelnein ; ±
ihreUlnlegungen 1?o und So --f.!!----- !1__-+-__
sind die Schnittpunkte von io
mit i o === s, und die zugehöri- ---"'"---_.
gen Bildpunkte Re und Sc wer-
den gefunden, in dem wir llo
und So aus ])1 auf 11 T projizieren. Die IIorizontalen durch Ii. und
Se sind die Bilder der in L liegenden l\Iautellinien des kleineren Zylin-
ders; sie treffen P 11 und Q1-1 in vier Punkten des Bildes der Durch-
dringungskurve.
~Ian bestimme insbesondere die Punkte der Durchdriugu ng'skurve
auf der höchsten J\Ialltellinie des kleineren Zylillders, sowie auf seiner
Ilmrißl iuie u. In p) und J? hat die Kurve vertikale rrangenten.
249. J1' r 0 n t a II si c h t ein e s von vi er Cl u a <1r Cl t.i sc he n I) f eil e r n
getragenen Kreuzgewölbes. Das in Fig. 234 darzustellende Bau-
werk hat die Gestalt eirres freistehenden Triumphbogens mit do ppelt.ern
Durchgang ; es wird von vier kongruenten vertikalen Flächen begrenzt,
die quadratisch augeordnet sind, und deren vovderste in TI liegt.
:Fig. 234 a zeigt den Schnitt mi t der Anfangsebene des Gewölbes. IHe
Geraden .11 EJ und 1~ ll, sowie ....1 2 B 2 und E'2J1l2 siud die Aufuugsmantel-
l inien zweier gerader Krei szyli nder ; der erste enthält den in TI liegell-
den Halbkreis k , der zweite schneidet die Seitellwände in Halbkreisen
mit den Dui-clunessern .A 2 J1,'2 und J12 1/ 2 • nie beiden halhen Zylillder
durchdringen sich in zwei Ha.lbellipsen - den (~ratlillien des Kreuz-
ge\völbes - mit den gro(3ell Achsen Lt 3 J1~ und lJa1'~'3 und der ve rt.ikaleu
. . _A 11
kleinen Halbachse 1113 Na == 2 .
Urn die Gratlinien, sowie die in den Seitellwülldell liegenden Halb-
kreise darzustellen, legel! wir durch die beiden Hn lhzy linder eine Schar
horizontaler Hi lf'sebenen. Pie SPUl' S einer so lchen ]~~helle L nlt>g'e l: in
1) und (J und die in TI liegenden Eckkauten i n 1\ und lJl treffen,
Dann schneidet Laus dem .lla.uwerk viel' Quadrate ])1\ ])2 1)2" (J (11 Q2 f):;,
11111 R 2 R3, 881 82 S3' deren l~ildel' sofort konstruier-t werden k ön ne n ,
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denn die Bilder der auf TI senkrechten Seiten gehen nach dem Haupt-
punkte II und die der Diagonalen na~h den I)i~tal1zpun~ten])1 l~lld ])2.
Da die Bilder der zu TI parallelen Selten 11 h sind so iat der eUle der
beiden Distanzpunkte bei dieser Konstruktion entbehrlich. Wir er-
halten hierdurch von den Gratlinien die Punkte Pa, 83 und Qa, 113 , und
von den seitlichen Halbkreisen die Punkte 1)2' 112 und (J2' 8 2.
Es empfiehlt sich noch, in den acht gefundenen Punkten die Ta n-
0' e 11te n der betreffenden Kurven zu ermitteln. Schneidet die Tangente~on k in 1) die Eckkante Al Ai in 1 1, so gehen durch denselben Punkt
die 'I'augenten des Halbkreises in P2 und der Gratlinie in P3' Das
Fig.2:-34.
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]1~ntsprechende gilt von den Schnittpunkten der übrigen Eckkanten mit
der durch 11 gelegten Horizontalebene. - Bezeiohnen wir rnit Z den
Schnittpunkt von 1>'1' mit der Vertikalen d urch den Mittelpunkt M
von kund mit Z3 den Punkt in gleicher Höhe auf der \Tertikalen durch
]13 , so schneiden sich in Z3 die vier .Berührungsehenen der Zylinder in
d eu J1~rzellgenden ])u, Q8, ])2 Q2' R28 2 ; durch Z3 gehen also auch die
'I'augeutun der Gratlinien in ]J3, Q3' 1l3, 8 3 , AlU genauesten ergiht
sich Xi) - wie vorher Q3 aus Q -, wenn wir Z Zl 11 h bis B1lj{ ziehen
und z; mit /)1 verbinden.
Legen wir eine horizontale Hilfsebene durch den höchsten Punkt N
VOll lc uIHI verfahren in derselben Weise wie soeben mit dem Punkte X,
so erhalten wir auf der Vertikalen durch M..~ den Scheitel N 3 des(-iewölbes. Die 'I'augenton der Gratlinien in Na gehen im Bilde nach
1)1 und ])2'
Wir ermitteln endlich die Punkte der Gratlinien und der
Seitenkreise auf der 1Trnrißlinie ~( des zu TI parallelen Zylinders.
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Die Gerad e 'He wird ebenso konstruiert ~ wie 111 der vorherueheudeu
Aufgabe,
In den Punkten A 3 , B 3 •.• werden die ,!.{'efundeneu Kurven von den
vertikalen Pfeilerkanten berührt.
250. I)arstellung der Kugel. In .Fig.235 sind Me und i, die
Bilder des Kngehuittelpunkts 1J1 und des zu TI parallelen Hauptk reises
i: das Projekt.iouszentr-um () ist durch J[ uud ])1 gegehell. Ziehen wir
in ic den horizontalen llurcluuesser Ac Be, so liestimtneu die Geraden
])1 Ac und ])111c auf 11lJtl(' die .Bilder J1'c 11IH} (;(' der Endpunkte des
auf TI senkrechten Kugeldurchmessers. ~ ach Art. 104 sind }~ U1HJ
(-fe die 13reunpunkte des Umrißkegelschnitts u.; wir wollen jedoch diesen
~atz, von dem wir in Art. 221 und 222 bei der Konatrukf.ion des 11111-
risses ausgingen, gegenwärtig nicht verwenden.
Da die zu TI parallelen Kugelkreise im Bild als Kreise erscheineu,
:-'0 können wir den scheinbaren Ümriß der I{ugel - hier die .Ellipse
Fig.235.
H
-;;;0....
/'
h
u; - als Einhüllende dieser Bildkreise konstruieren. Ihn z. B. den
Kreis ke zu zeichnen, der den zwischen 11~ und (Je beliehig gewählten
Punkt Ne zum l'Iittelpunkt hat, schneiden wir AeBc mit D 1 Ne in Qc
und ziehen o.u.i s,», bis ic , sowie Nel}e \I QcRe his n.n; dann ist
Ne r, der Radius von 71~C. Denn MeNe und lJ1(' Qe sind die Bilder
gleicher Strecken, und dasselbe gilt von NePc und QcR c; denken wir
uns also den Originalkreis i tun seinen vertikalen Durchmesser um 90°
gedreht, bis A nach F kommt, so fällt Q auf N und II auf P.
Die Ellipse U c berührt den Kreis i e in den Berührungspunkten
seiner Tangenten aus 11.
Um die ~~igenschattengrenzeder Kugel für Parallelheleuchtung'
zu konstruieren, ersetzen wir die gegebene Kugel wie in Art. 222 durch
eine Hilf'skugel um .ßf(' mit dem Hauptkreise i.: Die l~igenschattell­
g'l'üllZen der beiden Kugeln sind parallele, auf der Licht.richt.ung seukrech te
Hauptkreise , deren 13ilder zusammoufullen. Sei 11(' der F'Iuoht.pnnkt
der Lichtstrab len , E die Ebene der ~~igenschattengrellze S der Hilfs-
kugel, dann ixt die Spur c von E das Lot von M; auf lII.Jc. :Errichten
wir ferner in 11 zu 11[Je das Lot 11 ()O == 111)1 und ziehen 0 0J 1. ()011('
bis zur \Terläugerung VOll 1/L e, so geht die Fluchtlinie ce; von E durch
den Punkt J [Art, 217, h)]. Legen wir den Kreis S HIn e in di«
heiehellebene tun, so deckt er sich mit i e ; wir können also sein 13il(1
aus dieser lTtnlegung mittels e und er:: konstruieren (Art. 218).
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251. Darstellung einer Umdrehungsfläche m i t v e r t i k a l e r
Ach s e (Fig.23G). Wir betrachten als gegeben die Hi lcler a; und ur;
der ...Achse ader F'läche und der zu TI parallelen l'Ieridiankurve in; da-
Aurre 0 ~ei wieder durch }[ und 1)1 bestimmt, Da.n n läßt aic.h der~eh~illhareUlnrißU c als Einhüllende der Bilder der Para.llelkrcise kou-
st.ruieren ; von jedem dieser Kreise kennen wir nämlich das Bild ein8~
zu TI parallelen Durchmessers, wir erhalten daher das Bild des Kreises
wie in Art. 243. Kürzel"
und genauer ist aber da:-,
folgende Verfahren, bei
dem wir die Par-allelkreis-
l)el'üllrungskegel benutzen.
Die Kurve u; ist auch
der scheinbareUmriß einer
andern, zur ersten ähn-
lichen Urndrehungsfläche
mit der Achse a; und dpJ'
lVIerid iankurve m.: \VU'
dürfen daher bei der }~r­
mi ttelung von u; die erste
h FIäche , die durch a; und
ni, überhaupt noch nicht
völlig bestimmt ist, durch
die zweite ersetzen (vgl.
Art, 222). 'ViI' bezeichnen
nun mit l: den Para.Ilelkreis
dieser zweiten Fläche , cl er
rlie auf U c senkrechte Sehne
!J (J von m; ZU1l1 Durch-
messer hat, und mit Sc (11e
Spitze des ~ngehörigen He-
rührungskegels, also den au f
a; liegenden Schnittpunkt
der rrang'Allt,tHl VOll ni; in 1) und Q. Dann sind die scheinbaren lhllrilj-
li niou des l(egels, d. h. diE\, rrangentcll ans 8(' an das ]jild lc; von /.',
:lll<'h rr'angelltpn der Kurve M(. in ihren :Beriihrung'spunl<tell 111it l.; (vgl.
.A rt. J -'4). (TIn aus dem Punkte S(, an den nicht ge~eichneten Kegel-
schnitt. 1.'(' rl\tllg(-~Ilt,(ln zu ~iehell llndillr(~ l~eriihrnllgspll11kte l Yc , [TI' zu
host.i mmeu , ht\schreilH-'ll wir über dom ])nrelnnesser J)(J den Kreis 1,'0
a I~ Und f~g ung v()II k i J) TI. I)ann ~ i 11 d k/: und 1.'0 pers pek ti v k 0 11i u ear t"
Kllrven mit /)(/ als J(()lli11eationsa(~hse, dem Hor-izont h == 111)1 als
FJllchtlillin u nd d(~r Undeg'lll1g On von () als Kollineat.ionszun trum , da-
hpi ist /1 ()o .1 /11)1. In dieRer kollinearen Hez.iehung e.utspricht dem
PlInkte Sc d er Schnittpunkt So von ()oSc mit der Parallele zu a; durch
dpll ~chnittpunkt Ii von 8 c l l Init ])Q, denn zu der lungelegten Original-
gpradell I;)So gehört Ii Se als 13iId (80 liegt auch auf der Parallele a o dureil
dpn Mittelpull kt von PQ zur Verhindungslinie von 0 0 mit dem Schnitt-
punkt von Ur und h, denn ao und a; sind gleichfalls entsprechende
Cienulen). Ziehell wir jetzt aus So an ko die 'I'augenton So ~ro uud
80 (TO und best.inunen ihre Schnittpunkte V' und vV mit der Geraden
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P (J, so sind ScV und SclV die gesuchten 'rangentell von k., und <1i8
entsprechellCl en Borührungspunkte , wie '1'0 und '11n liegen auf Geradeu
du rch 0 0 ,
Spiegelbilder.
252. Das Spiegelbild einer Figur in bezug' auf die Ehene List
hekanutlich dadurch besf.immt , daß seine sämtlichen Punkte zu den
entsprechenden l.'uuktcn der gegebonen Figur in hez:ug auf L syln-
met.risch liegen. Um also vom Punkte jJ sein Spiegelhild 1)* zu
erhalten, fällen wir von P ein Lot auf L, ermit.toln seinen Fußpunkt. (J
und machen auf der Verlängerung von P (J die Strecke QP* == I' Q.
Die perspektive Darstellung dieser Konstruk tiou gestaltet sich sehr
einfach , wenn die Ebene L horizontal ist, (Wa s s o r s p i e g e l u n g ),
Dann ist 1)Q vertikal, dasselbe gilt also auch von der 13ildgeradell
_1)(' Qc, und Qc1J; wird === ]J(' Qc. - 13efindet sich in diesem Falt« der
Punkt 1) sehr weit hinter der Zeichellehene, so liegt Qc dem Horizont h
sehr nahe, mithin fällt 1)~ mit dem Spiegelbild von P; in bezug auf h
angenähert zusammen.
253. Spiegelung an einer beliebigen schrägen Ebene. In
:Fig.237 ist h der Horizont, H der Hauptpunkt, ()o das mit der 110ri-
zontebene nach unten umgelegte Auge, K I.I lJlN eine rechteckig be-
grenzte Wand, die die Bodenebene Tl1 in der Geraden 1i]f schneidet, ]/1
der Fluchtpunkt von 1--,]{ und K N. An der Warid soll ein reehteekiger
Spiegel ABC D angebracht werden, dessen untere horizontale Kante A.J~
i n der Wand liegt, und dessen :P~bene L die Hor-izoutn.lneiguug u hat.
Die Bildstrecke Ac B; ist nach 1~1 gerichtet. l lie schriigen Spiegel-
kanten A I) und JI C sind Fallinien von L; ihre senkrechten Projektionen
auf die Bodenehene Tl} sind also l.l~]J und gehen daher im Hi lde
nach dem Fluchtpunkte E'2' dessen Verbindungslinie mit ()o auf 0 0 ]?}
senkrecht steht. Dann liegt der Fluchtpunkt ]1~ von A D und Be auf
der Vertikalen durch ]?2' und zwar bildet die Gerade () F; mit 0 ]?2
den gegebenen Winkel cc. Dornnach finden wir ]?3' indem wir das
rechtwinklige Dr-eieck 0 ]1'2 F 3 in die Zeichenebene umlegen ; wir machen
also auf ti die Strecke 1~12 0 0 == F200 und tragen den Winkel cc in ()O
nach unten an 0 0 E'2 an (vgl. Art. 285). - Die Bildlängen Ac 13c und
.A-t c I), sind heliebig angenommen worden.
Spiegelhild eines I)unktes. Vor dem Spiegel ist der Punkt ])
durch sein Bild P, und seinen perspektiven Grundriß P; gegeben. Um
sein Spiegelbild ]J* zu konstruieren, ermi tteln wir zunächst den Flucht-
punkt ]1'n der Normalen zur Spiegelebene L. Da die Grnndriss(~ dieser
~ orrnaleu auf L llt senkrecht s11Hl, so haben sie 1~'2 zum Fluchtpunkt,
mithin liegt V« auf der Vertikalen 1?2]113 • Dabei ist L r; 0 r, ein
Hechtet'; w ir erhalten also ]1'n, wenn wir alsUntlegung dieses Winkels
den Winkel l?n ()O}~ gleich einem ]-{,eehten machen.
Jet~t ist P, ]1'11, das I~ild des Lotes von ]) auf L. Wir ermit.teln
seinen Fußpunkt (J, indem wir durch das Lot eine vertikale Hilfsebeue
legen. Diese schneidet die Dodenebene in einer durch ])1 gehenden
Clerac1en, die auf 1.1][ senkrecht steht; ihr Bild ist die (Jerade ])~112'
LHe Hilfsebeno schneidet ferner die Wand in der Ver tikalen durch den
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Schnittpunkt Il von L 1Jl mit der eben gefundenen (lel'aden und d it'
Spiegelebene ~ in einer Falliuie durch den Schnittpu nkt S der Verb kal eu
mit .AB - im Bild in der Geraden Sc11~. Dann treffen sich Sc}':)
und Pc]/n im Punkte Qc.
Nun ergibt sich endlich das Spiegelbild P* von P, wen n wir di-
Strecke 1)Q um sich selbst über Q hinaus verlängern. Zu dem Zwecke
ziehen wir durch einen beliehigen Punkt 1/4 von }'n F.1 die (-h~ra<le J1~ (t)/·
bis Ql auf der \Terlängerung von L'; p~ und machen auf dieser \Ter-
h
litngerung die Strecke QtIJ: == 1)('Ql; dann schneidet F(1)~ die C:ie-
ra.le P; J1'u im geRuchten Punkte ]);. Denn von der durch IJQ ge-
legten HilfRehelle ist F; }1'3 die Flucht.linie , IJc l)~ das Btld einer in ihr
li(-\gellden Frontlinie, und 11'4Ql und 11'41J~ sind die Bilder paralleler
Geraden (vgl. Art. 214).
S p i e gel b i I rl ein erG e ra d e n, Der Punkt T; == P,c p ~ Y ScQc
ist das Bild des Schnittpunkts '1' der Vertikalen P 1J ' mit der Ebene ~;
in der Perspektive geht also das Spiegelbild der Strecke P 1)1 in seiner \7er-
längerung durch 'i'c- Obwohl es hierdurch bereits bestimmt ist, können
wir außerdem noch seinen Fluchtpunkt, wie überhaupt den F'l u c h t-
p unk t d e R S pie gel h i I d sei n erb e l i e h i gen Ger ade n errn i t telTl•
175
Da parallelen Geraden parallele Spiegell>ilder entsprechen, so ent-
s prechen sieh auch die unendlich fernen Punkte einer (ieraden und
ihres Spiegelbilds; dasselbe gilt also in perspekti ver Darstellung VOll
den Fluchtpunkten 3' und 3~* der bt\iden Geraden. Die PUllkte :~ und
1\'* liegen daher in einer Geraden durch den Norrnalenfluchtpunkt I/u
der Spiegelt~bene L, und zwa.r w ird 3-* aus U in derselben \Veise gP-
funden, wie vorhin der Pu nkt r; aus dem Punkte 1)(.. Dabei tritt a n
die Stelle des Punktes Q(' der Schnittpunkt G VOll Ö}111/ mit der :Flucht-
linie t' von ~, weil die der Geraden 3,]f 1t l en tspreoheude Originalgerade
im Unendlichen liegt (Fig.2:-J8). \Vir finden demnach ~*, ind eur wir
~ D als eine Bildstrecke betrachteu , die 11 111 Fig,2H8.
zum Fluchtpunkte hat, und die wir über 0 E
~~~nlaus l~nl lsich
d
sel}b~t vedrlä~lgerrpl sOkltlel~.~ I/i'-,
z.ie ren WIr a so ure 1 irgen einen un J.~ I I -,
der Parallelen durch 11~n zu t' eine Gerade f I,
I \
nach ~, die t' in Ul schneidet, und machen / -,
auf t' die Strecke D ~~ == ~1 D, so trifft 0:1/ I \,EU·~ die Gerade ~F; im gesuchten Flucht- I : ~ 0 F'"
punkt Ö'*. cl - -D -:!f.
Wenden wir diese Konstruktion auf die ~
vertikale Gerade 1)1)' der :Fig. 237 an, so ist u:;
~ der unendlich ferne Punkt der Geraden,
und die Fluchtlinie T von ~ ist die Gerade 11\ 1;~; der Punkt 8 fällt
daher mit J1la zusammen. Liegt aber in Fig. 238 der Punkt ~ un-
endlich fern, so wirdD ~~ === l!) J1~, und dan-n ist ~J* der Mittelpunkt
von D ~n. In Fig. 2:-~7 ist demnach der lVIittelpunkt von F; F 3 der
Fluchtpunkt der Spiegelbilder aller vertikalen Geraden.
Die Konstruktion der Perspektive des Spiegelhilds einer Figur ver-
einfacht sieh beträchtlieh, wenn die vertikale \\7 and, an der der Spiegel
hängt, zur Bildehene parallel oder senkrecht steht, oder wenn die
Spiegelehene vertikal ist.
Über die ästhetische Wirkung' der durch Zentralprojektion
erhaltenen 13ilder.
254. Der Zentralprojektion wird häufig vorgeworfen , das nach
ihren RIegeln konstruierte Hild entspreche nicht genau dem ]1~indruck,
den das Auge des Beschauers vom (1egenstande selbst elllpfällgt. I 11
der 'I'at zeigen namentlich die Bilder krulnmerFlächen, z.H. eint->r
l\ugel, zuweilen eine un ua.tür-liche Verzerrung, die U111 so st.ärker ist, je
weiter das Hild der ]j-'läehe vom Hauptpunkte entfernt liegt, uu d je
kleiner die Distanz ist. Zeichnen 'wir eine I{eihe k ougrueuter zylinrhi-
scher Säulen in Frontanaicht, so erscheinen die Säulen am ]~allde breitet'
als die in der JVIitt,e, \vie Fig. 23H beweist , die d en Schnitt der Hori-
zontebeue mit den Säulen und dem Sehst.rahlen büudel darstellt.
Diese "J:,andverzerrungen" sind vom richtigen CJesichtspullkte ()
aus selbstverständlich nicht bemerkbar, wirkeu jed och ü heraus sto retul ,
wenn wir das Bild mehr von der Seite a.nseheu. Sie rü luen offenbar
daher, daß die projizierenden Strahlen die 13ildehene HIn so schräget"
schneiden, je mehr sie vorn Hauptstrahl abweichen, Hei 111 natürlichen
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Sehen treten solche Verzerrungen deshalb nicht eiu, ,veil wi r dann die
einzelnen Säulen überhaupt nieht auf einmal , soudei-n schnell nach-
einander betrachten, also ge'wissermaßen jede Säule für sich auf eine
neue, zur jeweiligen Blickrichtung senkrechte Bildebene projizieren.
Das per s pe k ti ve J)i I d, das die Zentralprojektion liefert, gibt
immer den Eindruck wieder, den unser Auge erhalten würde, wenn es
eine ruhende photographische Kamera wäre. In Wirk.lichkeit ist aber
unser Auge eine sehr bewegliche Kamera, die die einzelnen Gegenstände
rasch nacheinander fixiert und so eine Fülle von Ei nzeleindrücken auf-
Pig.239.
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nimmt, die erst nachträglich durch einen geistigen Prozeß zu einem
Ganzen, dem subjektiven A'n s c lra uu n g s b i l d , verschmolzen werden.
Die gewonnenen l~:inzeleindrücke in einer Zeichnung vereinigt
wiederzugeben , ist unmöglich , da sie einander zum Teil wider-sprechen.
So erhalten wir im vorher betrachteten Beispiel von den am Rande
stehenden Säulen beim direkten Fixieren schmälere und zugleich kleinere
Bilder, als von der mittleren Säule, weil jene unter kleinerern Winkel
gesehen werden. Ein auf den Säulen liegender horizontaler Balken
müßte daher krummlinig gezeichnet werden, was aber der Forderung
widerspräche, daß das Bild jeder Geraden wieder eine Gerade sein soll.
Dem ästhetischen Empfinden des Künstlers bleibt es überlassen,
zwischen der strengen perspektiven Formengebung und dem aus Einzel-
eindrücken erhaltenen Anschauungsbild zu vermitteln; er wird die
l~andvel'zerrllllgell ausgleichen, indem er im vorigen Beispiel alle Säulen
gleich brei t darstellt. Am Rande des Bild s befindliche Kugeln dürfen
unter Tlmatänden einen kreisf'örmigeu Um riß erhalten, falls sie nicht,
\vio die halhkugelförrnige Kuppel eines Gebüudea , in Verbindung mit
an dercn Ba 11teilen au f'treteu.
A n h a n g.
Grundzüge der Reliefperspektive.
255. Um von einem räumlichen Gebilde in gesetzll)ä,ßiger 'VelRP
eine r ä um Ii c he Abhildung herzustellen, wähle n wir 111) }{aulll8 einen
Punkt 0 und zwei parallele (vertikale) Ebenen TI und TI~ und treffen
die folgenden Festsetzuugen:
1. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in Original- und
Bildfigur sollen durch 0 gehell.
2. Jeder Punkt der Ebene TI soll sich selbst entsprechen.
3. Das Bild jedes unendlich fernen Punktes soll sich in der Ebene
11~ befinden.
4. Das Bild jeder geraden Linie soll wieder eine Gerade sein.
Dann ist zu jeder Originalgeraden {l die Bildgerade gl eindeutig
bestimmt, denn diese geht durch den Schnittpunkt (; von g mit TI und
Fig.240.
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durch das 13i1d des unendlich fernen Punktes VOll !I, d. h. den Schnitt-
punkt Ge; VOll TT~ mit dem l)arallelstrahl durch () zu q (Fig. ~4()).
Das Bild 1\ eines heliehigen I{aulllpullkt.es I' (~rgiht sich als Schnitt-
punkt des Strahls 01) mit dem Bilde irgend einer durch I' gehf'11dpn
Geraden.
Das auf solche Weise konstruierte l~ild einer Ilaulnfigllr wird da-
Relief der Figur genannt. Heide :Figuren heißen im allgelneillstell
Sinne perspektiv kollinear. Der Punkt 0 wird a]~ }{oll.l n eat i o n s-
z e n t r u m (Gesichtspunkt.), die Ebene TI als Kolll11eatloll~(~hene,
Mü ller, Darstellende Geometrie. 1~
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die Ebene TT~ als Fluchtehene bezeich uet. 'ViI' ueune n ferner (;
den Spurpunkt, Gf den Fluchtpunkt der Geraden 9 und ver-
stehen unter Hau p tfl u ch t pu n k t den Fußpunkt 11 des Lotes von ()
auf lT:-', also den Fluchtpunkt aller Normalen zu TI.
Durch unser Abbildungsverfahren wird der unendliche Original-
raum, der von 0 aus gesehen sich hinter der Ebene TI befindet, in
einern Raume von begrenzter Tiefenausdehuung - zwischen 11 und
TTf - abgebildet. Die Entfernung der Ebenen 11 und TTf heißt die
'riefe des Reliefs. '·Vird diese gleich Null, so verwandelt sich das
Relief in eine gewöhnliche Zentralprojektion auf die Ebene TI.
256. Dem unendlich fernen Punkte der 13ildgeraden gl entspricht
als Originalpunkt der Schnittpunkt G" von .f/ mit der Parallele durch
o zu 91; wir bezeichnen ihn wieder als den Vers c h wi n dun gs pu n kt
von g. Wegen G" G === 0 (J~ ist auch Abstand G" TI == Abstand on~,
d. h. konstant für alle Originalgeraden. Denlnach liegen die 'Te r -
schwindungspunkte aller Geraden in einer zu TI parallelen
Ebene, der Verschwindungsebene TTv, und es ist Abstand TIuTT
== Abstand 0 TIr .
257. Das Relief EI einer Ebene Eist w i ede r eine Ebene,
denn allen Geraden in E entsprechen Bildgeraden, die einander sämtlich
schneiden. Bestimmen wir von E die S pur li nie e == TI xE, sowi e
die FI uch tlinie e~, d. h. die Schnittlinie von TI~ mit der Parallel-
ebene durch 0 zu E, so ist EI die Ebene durch e und e~. Die .Ebene
E schneidet TIv in der Verschwindungslinie e", deren Verbindungs-
ebene mit 0 11 E] ist.
Entsprechende :Figuren in E und EI sind perspektiv kollinear mit
o als Zentrum, e als Achse und e~ als Fluchtlinie. - Ist E 11 Tl, so
gilt dasselbe von EI, und entsprechende Figuren bei der Ebenen sind
einander ähnlich.
Die Fluchtlinie aller horizontalen Ebenen geht durch 1[ und heißt
der Hori z 0 n t des Reliefs.
Um das I{eHef eines Gegenstandes zu konstruieren, bedienen wi r
uns des Grund - und Aufrißverfahrens ; ·dabei stellen. wir die Ebenen TT
und Tl~ senkrecht zur Projektionsachse a:
258. Abbildung der Kugel. Da jeder ebene Schnitt der Kugel
K in einen Kegelschnitt übergeht, so erhalten wir als Relief K1 eine
Fläche zweiter Ordnung ohne gerade Linien, und zwar ein .Ellipsoid,
e 11 i pt i s ch e s Parabo I 0 i d 0 de r ~w eis ch a l i g e s Hy per bol 0 i d , je
nachdem die Kugel mit der Verschwindungsebene Tlv keinen Punkt
gelnein hat, oder sie in einem Punkte berührt, oder in einem Kreise
schneidet. Insbesondere entsteht eine Um d r eh u ngsfläche zweiter
Ordnung, wenn der Kugelmittelpunkt auf der Geraden () 11 liegt.
Der Tangentenkegel an K1 aus irgend einem Punkte I~1 ist das
Relief des Tangentenkegels aus dem entsprechenden Punkte I~ an K,
und da dieser Kegel die Kugel in einem Kreise s berührt, so folgt:
Die :B~igenschattengrenzeSI der Fläche zweiter Ordnung K1
ist ein Kegelschnitt. - Ist LI unendlich fern und K] ein elliptisches
Paraboloid, so liegt L in der Ebene Tl", die in diesem Falle von K in
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einem Punkte P berührt wird. Dann berührt auch der Kreis 8 die
Ebene TIv in P, mithin ist die Eigenschattengrenze 81 des ellipti-
s ch e n I) ara bol 0 i d s bei I) a r a 11 el bel e u c h t u TI gei TI e Par a b e1.
259. Sonderfälle der Reliefperspektive. a) Ist 0 unendlich
fern, so entspricht jedem unendlich fernen Originalpunkte ein unendlich
fernes Bild; die Bilder paralleler Geraden sind also parallel, und die
Ebenen TT~ und TTv fallen mit der unendlich fernen Ebene des Raulnes
zusammen. Wir bezeichnen die Beziehung zwischen Original- und J3i1d-
figur in diesem Falle als (räumliche) Affi n i tä t in perspektiver Lage.
b) Liegt die Ebene TI unendlich fern, so entspricht jeder Original-
geraden eine parallele Bildgerade und entsprechende Strecken stehen in
konstantem Verhältnis. Die Ebenen TIf und TIv fallen mit der un-
endlich fernen TI zusammen: Ähnlichkeit in perspektiver Lage.
c) Ist sowohl 0 als auch TI unendlich fern, so sind Original- und
Bildfigur kongruent und parallel.
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